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 ١ 

 
 
 

 فصل سوم
 مشتق

 
 
 
 

 هاي تغيير سرعت و نسبت  ١.  ٣
 

نظر مي  ءاي است كه از اندازه واقعي آن در مسالة داده شده صرف منظور از يك نقطة مادي شيي
لذا، بنابر . آل به عنوان يك نقطه در نظر گرفت توان آن را به صورت ايده شود، بنابراين مي

ك اتومبيل يا يك هواپيما را ممكن است به عنوان يك هاي مورد بررسي، يك الكترون ، ي وضعيت
گيريم و فرض   را در نظر ميL در امتداد خط مستقيمPحركت نقطة مادي. نقطة مادي منظور كرد

 ،كه Lكنيم به خط  فرض مي. ( باشدL وضعيت نقطة مادي ، يعني مختص آن برsمي كنيم كه
،يك جهت و يك واحد طول Oتوانيم فرض كنيم، مبدائي مانند   ها ميSآن را به عنوان محور

 ).اختصاص داده شده باشد
  با معادلة t فرض كنيم كه وضعيت نقطه مادي در زمان 

)(tfs =  
، نقطة tرسد كه در هر لحظه از زمان  از نظر شهودي بديهي به نظر مي. داده شده باشد 

)مادي داراي سرعت معين  )tvv رعت چگونه بايستي اما اين س.  استt باشد كه خود تابعي از =
 تعريف شود؟

 
         S  

 
 

 ١ . ٣شکل 
 

 به صورت u و tبراي پاسخ دادن به اين پرسش، ابتدا سرعت متوسط نقطة مادي را بين دو زمان 

)خارج قسمت )1   
tu

tfufv
−
−

=
)مخرج . كنيم  تعريف مي)()(  تغيير در زمان، متغير مستقل، در 1(

P  L  
O  

)(tfs =  
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 ٢ 

)()( است و صورت u به مقدار جديدtرفتن از مقدار قديم  tfuf  تغيير متناظر در وضعيت −
مناسب است . استuf)( به مقدار جديد tf)(ن از مقدار قديمنقطة مادي، متغير وابسته، در رفت

 معرفي كنيم و بنويسيم اي براي اين تغييرات كه نماد ويژه
)()( tfufs tut               و              ∆=− −=∆ 

 .نامند  ميsرا نمو) sبخوانيد دلتا  (∆s و tرا نمو) tبخوانيد دلتا (∆tكه در آن 
 توجه كنيد كه 

)()(, utfufttu ∆+=∆+=  
 و بنابراين 

).()( tfttfs −∆+=∆  
 :براي سرعت متوسط شكل) ١(، عبارت ∆s و ∆tهاي بر حسب نمو

t
sv

∆
∆

=  
 يا به عبارت معادل

  ( )2    
t

tfttfv
∆

−∆+
=

)()(    
 .گيرد را مي

 

tfs)( براي نقطة مادي با تابع وضعيت :تعريف ) يا به طور ساده سرعت (اي سرعت لحظه =
  به صورت حد tدر زمان 

t
svtvv

tt ∆
∆

===
→∆→∆ 00

limlim)(  
  يعني

) ٣( 
t

tfttftv
t ∆

−∆+
=

→∆

)()(lim)(
0

 
 .شود تعريف مي

)همچنين ميتوانيم )(lim)()()3( را به شكل معادل 3( ′
−

−
=

→ tu
tfuftv

tu
  

)هر يك از حدهاي. بنويسيم ) و3(  t نسبت به f راهي براي بيان ميزان تغيير در تابع وضعيت′3(
توان بدين صورت خلاصه كرد كه سرعت يك نقطة مادي  بنابراين، كل اين بحث را مي. است

 .ت نقطة مادي نسبت به زمان استتغيير وضعي) ميزان(متحرك عبارت از 
 

كه وضعيت سنگ در  كنيم اندازيم و فرض مي   سنگي را در چاهي عميق و خشك مي: ١مثال
)(216 با معادلة tزمان  ttfs  5/1 ثانيه پس از سقوط و نيزtسرعت سنگ را . داده شده باشد==

 .ثانيه پس از سقوط در چاه به دست آوريد
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 ٣ 

)(216در معادلة :حل ttfs گيري   بر حسب فوت اندازهs بر حسب ثانيه و متغير t، متغير==
لذا .شود  از دهانة چاه محاسبه مي به طور عمودي و به طرف پايينsكه مطابق شكل  شده است

)بنابر )(216 با 3( ttf   عبارت ازtاي سنگ در زمان  ، سرعت لحظه=
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

٢ . ٣شکا   
 

( )
t

ttttt
t

ttttvv
tt ∆

−∆+∆+
=

∆
−∆+

==
→∆→∆

222

0

22

0

)(2lim1616)(16lim  

( ) ( )tt
t

ttt
tt

∆+=
∆

∆+∆
=

→∆→∆
2lim162lim16

0

2

0
( ) .32216 tt ==  

485/132 ثانيه پس از رها كردن سنگ، سرعت آن برابر با 5/1به ويژه  . فوت بر ثانيه است×=
)همچنين بنابر )′3 

( ) ( )( )
tu

tutu
tu

tutvv
tutu −

−+
=

−
−

==
→→

lim161616lim
22

 
( ) ( )16 lim 16 2 32 .

u t
u t t t

→
= + = =  

)سرعت  فرض كنيم هدف محاسبه ميزان تغيير تابع :تعريف  )tvدر اين .  نسبت به زمان باشد
 صورت تابع جديدي مانند

( )4         ( ) ( )
t

tvttvta
t ∆

−∆+
=

→∆

)(lim
0

 

)از . شود  ناميده مي شتابآوريم كه به دست مي  و مثال قبل، شتاب سنگ در حال سقوط برابر 4(
 است با
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 ٤ 

( ) 3232lim32)(32lim
00

=
∆

∆
=

∆
−∆+

=
→∆→∆ t

t
t

tttta
tt

 
 . فوت بر  مجذور ثانيه است٣٢يعني در اين حالت شتاب داراي مقدار ثابت 

 

 مهم در حساب ديفرانسيل و انتگرال ، بستگي به مسالة موضوع هایبسياري از  :خط مماس
اگر منحني يك دايره . پيدا كردن خط مماس بر منحني مفروض در يك نقطة معين از آن دارد

شود   بر دايره به صورتي خطي تعريف ميPدانيم كه خط مماس در نقطة  حه ميباشد،از هندسة صف
اين تعريف براي يك منحني در حالت كلي كافي . كند كه دايره را تنها در يك نقطه قطع مي

، در نقطة ديگري  بر منحني مماس استPبه عنوان مثال در شكل زير خطي كه در نقطة.نيست
 .كند  منحني را قطع ميQمانند

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣ . ٣شكل 
 

ما . رسيم در اين قسمت به تعريفي مناسب از خط مماس بر گراف يك تابع در يك نقطه از گراف مي
خط مماس در يك ) ضريب زاوية (پرداريم ، با بررسي اين مطلب كه چگونه شيبِ  بدين كار مي

طه را تعريف كنيم، زيرا اگر شيب يك خط و نقطه اي از آن بر ما معلوم باشد، خط مشخص نق
 .شود مي

 در نقطة fخواهيم شيب خط مماس بر گراف تابع مي. پيوسته باشد1xدر fفرض كنيم تابع 
( )( )11 , xfxP فرض كنيم . تعريف كنيم را( )( )22 , xfxQ نقطة ديگري از گراف تابع fباشد .

هر خطي كه از دو نقطة يك منحني بگذرد يك خط قاطع ناميده . گذرانيم  ميQ و Pخطي از 
 P در سمت راست Qدر شكل زير ،. يك خط قاطع استQ و Pبنابراين خط گذرنده از  . شود مي
 و Qهاي  حال تفاضل طول. باشدPممكن است در سمت راست يا چپ Qاما در حالت كلي . است

P را با x∆12دهيم، يعني   نمايش مي xxx −=∆ 
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 ٥ 

 
 
 
 

 ٤ . ٣شكل 
  به صورت PQخط قاطع ) ضريب زاويه(شيبِ . ممكن است مثبت يا منفي باشد ∆xكه 

x
xfxfmpQ ∆

−
=

)()( 12 
xxxچون .  عمودي نباشدPQشود البته به شرط آنكه  تعريف مي ∆+= توانيم معادلة بالا   ، مي12

را به صورت
x

xfxxfmPQ ∆
−∆+

=
)()(  را به عنوان نقطة ثابت در نظر Pاكنون ، نقطة .  بنويسم11

 ميل P به Qدهيم، يعني،  حركت ميP را در امتداد منحني به طرفQقطةگيريم و ن مي
وقتي . كند به صفر ميل مي∆xاين مطلب را به صورت معادل مي توان چنين بيان كرد كه .كند مي
اگر اين خط قاطع داراي يك وضعيت . چرخد  ميPين اتفاق رخ دهد، خط قاطع حول نقطة ثابتا

 در Pخواهيم خط مماس بر نمودار تابع در كه ما مي حدي باشد، آنگاه همين وضعيت حدي است
 باشد وقتي PQm حدP ار تابع در خواهيم شيب خط مماس بر نمود بنابراين مي.نظرگرفته شود

x∆اگر.كند، البته در صورتي كه اين حد موجود باشد به سمت صفر ميل مي
0

lim PQx
m

∆ →
= ، آنگاه ∞±

. هاستYگذشته و موازي با محور Pكند كه از   ميل مي به سمت خطيPQ، خط x∆→0وقتي 
1xx خط P خط مماس بر نمودار تابع در بايستیدر اين حالت  بحث بالا ما را به تعريف .  باشد=

 .رساند زير مي
 

 در نقطة f بر نمودار تابع خط مماس پيوسته باشد، آنگاه 1x در f اگر تابع :تعريف 
))(,( 11 xfxPعبارت است از 
)(a   خط گذرنده ازP با شيب)( 1xmكه به صورت،  

( )
x

xfxxfxm
x ∆

−∆+
=

→∆

)(lim)( 11
01 

 .داده شده است ، هرگاه اين حد وجود داشته باشد

( )b   1خطxx )  هرگاه= )
±∞=

∆
−∆+

→∆ x
xfxxf

x

)(lim 11
0

. 
),)(( برقرار نباشد، آنگاه در نقطة b)( وa)(اگر هيچ كدام از 11 xfxP بر گراف تابع f خط 
 .مماس وجود ندارد

 

)(34 شيب خط مماس بر منحني  :٢مثال  2 +−== xxxfy در نقطة ),( 11 yx را پيدا 
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 ٦ 

 . كنيد

                                    داريم :حل 
x

xfxxfxm
x ∆

−∆+
=

→∆

)()(lim)( 11
01 

( ) ( )[ ] [ ]
x

xxxxxx
x ∆

+−−+∆+−∆+
=

→∆

3434lim 1
2
11

2
1

0
 

                                                                                 ( )
x

xxxx
x ∆

∆−∆+∆
=

→∆

42lim
2

1
0

  
  بدست می آوريم،x∆≠0و با توجه به اينكه 

1 1 10
( ) lim (2 4) 2 4.

x
m x x x x

∆ →
= + ∆ − = − 

همانطور كه در مطالب بالا ديده شد، دو مفهوم، يكي از فيزيك و ديگري از هندسه به زبان رياضي 
هاي  هاي فراواني هستند كه در شاخه ايندو در حقيقت نمونة مثال. داراي شكل يكساني بودند

ق اين مفهوم اينك به تعريف دقي. شود مختلف علوم از مفهومي رياضي به نام مشتق استفاده مي
 .پردازيم مي

 

 fگوييم تابع .  تعريف شده باشدa در يك بازه باز شامل نقطة f فرض كنيم تابع :تعريف 

 است در صورتي كهمشتق پذيرaدر نقطة 
ax

afxf
ax −

−
→

)()(lim اين مقدار حد را . داشته باشد وجود

af)(با   بنابراين. ناميم  ميa در نقطة fمشتق تابع دهيم و آن را   نشان مي′

( )5     )()()(lim af
ax

afxf
ax

′=
−
−

→
  

xaxاگر قرار دهيم  ax، آنگاه معلوم است كه −=∆ )است وx∆→0 متناظر با → توان   را مي5(
 به صورت زير نوشت 

     ( )6                ( ) ( ) ( )af
x

afxaf
x

′=
∆

−∆+
→∆ 0

lim 
)همچنين اگر قرار دهيم  ) ( )afxafy )  آن گاه ∆=+∆−  : به صورت زير در خواهد آمد6(

    (7)                ( )af
x
y

x
′=

∆
∆

→∆ 0
lim 

( ) ( ) ( تر  توان به دلخواه از هر يك كه ساده همگي به يك معني هستند و بر حسب شرايط مي 5,6,7(
 .ه كردرسد، استفاد به نظر مي

 

)   :٣مثال )i مشتق تابع ( ) 23 12f x x=  . حساب كنيدx را در يك نقطة دلخواه+
( )ii در قسمت( )iابطةپيدا كنيد، يك بار با استفاده از ر 2مشتق تابع را در(  و بار ديگر با استفاده 5(

)از رابطة )6. 
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 ٧ 

): حل  )iاگر x نقطة دلخواهي در حوزة تعريف تابع f باشد، آنگاه با استفاده از(   داريم6(

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
x

xxx
x

xfxxfxf
xx ∆

+−+∆+
=

∆
−∆+

=′
→∆→∆

123123limlim
22

00
 

( )
x

xxxxx
x ∆

−−+∆+∆+
=

→∆

12312363lim
222

0
 

( ) ( ) .636lim36lim
0

2

0
xxx

x
xxx

xx
=∆+=

∆
∆+∆

=
→∆→∆ 

   

( )ii                            ( ) ( ) ( )
2

2lim2
2 −

−
=′

→ x
fxff

x
 

( )( ) ( ) .122lim3
2

22lim3
2
123lim

22

2

2
=+=

−
+−

=
−
−

=
→→→

x
x

xx
x
x

xxx

( )
2

24123lim
2

2 −
−+

=
→ x

x
x 

   همچنين

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]
x

x
x

fxff
xx ∆

+−+∆+
=

∆
−∆+

=′
→∆→∆

12231223lim22lim2
22

00
 

      ( )
x

xx
x ∆

−−+∆+∆+
=

→∆

12121231212lim
2

0
 

 ( ) ( ) 12312lim312lim
0

2

0
=∆+=

∆
∆+∆

=
→∆→∆

x
x

xx
xx

 
 

)   :٤مثال  )i  مشتق تابع( )
x
xxf

−
+

=
3
 . به دست آوريدx را در يك نقطة دلخواه2

( )ii  اگر( ) 3
2

xxf ) ، پيدا كنيد = )xf  . را′
( )iii در قسمت ( )ii نشان دهيد كه( )0f  . موجود نيست′

):حل )i                             ( ) ( ) ( )
0 0

2 2
3 3lim lim

x x

x x x
f x x f x x x xf x

x x∆ → ∆ →

+ + ∆ +
−+ ∆ − − − ∆ −′ = =

∆ ∆
 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )xxxx

x
xxxx

xxxxxx
xx −∆−−∆

∆
=

−∆−−∆
∆−−+−∆++−

=
→∆→∆ 33

5lim
33

3223lim
00

 

.( )( ) ( )20 3
5

33
5lim

xxxxx −
=

−∆−−
=

→∆
 

 
( )ii            ( ) ( ( )

x
xfxxfxf

x ∆
−∆+

=′
→∆

)lim
0

 

( )
x

xxx
x ∆

−∆+
=

→∆

3/23/2

0
lim 
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 ٨ 

( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]3/43/23/23/4

3/43/23/23/43/23/2

0
lim

xxxxxxx
xxxxxxxxx

x +∆++∆+∆
+∆++∆+−∆+

=
→∆
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( ) ( )[ ]3/43/23/23/4

22

0
lim

xxxxxxx
xxx

x +∆++∆+∆
−∆+

→∆
 

( ) ( ) 3/43/23/23/40

2lim
xxxxxx

xx
x +∆++∆+

∆+
=

→∆
 

.
3

2
3

22
3/13/43/43/23/23/4 xx

x
xxxx

x
==

++
= 

 

( )iii  چون( ) ( )00limlim 3
2

00
fxxf

xx
===

→→
دهيم كه  حال نشان مي.  است پيوسته0 درf، تابع

 داريم.  مشتق پذير نيست0اين تابع در
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٥ . ٣ شكل
 

( )
10
3

1lim
x x

+∆ →
= = +∞

∆

( ) ( ) ( )
2
3

0 0

0 0 0
lim lim
x x

f x f x
x x+ +∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆ −
=

∆ ∆
 

                                 و
( ) ( )

( )
10 0
3

0 0 1lim lim .
x x

f x f
x x

− −∆ → ∆ →

+ ∆
= = −∞

∆ ∆
 

 . هاستY در مبداء محوربنابراين نتيجه مي گيريم كه خط مماس بر نمودار تابع
)دهد كه  اين مثال نشان مي )xf  وجود داشته f در حوزة تعريف xتواند براي بعضي از مقادير  مي′

 .  وجود نداشته باشدfباشد، ولي ممكن است براي نقاط ديگري از حوزة تعريف
 

) است، هر گاه  مشتق پذير1x درf  گوييم تابع :تعريف  )1xf  . وجود داشته باشد′
) بنابراين، تابع  ) 3/2xxf  .ذير استپ  مشتق0 در تمامي نقاط به استثناي=
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٩ 

 

 .پذير باشد كه درهرنقطه از حوزة تعريفش مشتق  ناميم، در صورتيپذير مشتق را f تابع:تعريف
 

به .  استRهاي تعريف آنها اعداد حقيقي شند كه حوزه  دو تابع باg وf فرض كنيم  :٥مثال 
 : علاوه فرض كنيم

( )i براي هر Rx∈    ،   ( ) ( ) 1+= xxfxg. 
( )ii براي هرRyx ∈, ، ( ) ( ) ( )ygxgyxg .=+. 

( )iii ( ) 1lim
0

=
→

xf
x

. 
)كه ثابت كنيد  ) ( )xgxg =′. 

  با استفاده از تعريف مشتق داريم :حل

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

xgxgxg
x

xgxxgxg
xx ∆

−∆
=

∆
−∆+

=′
→∆→∆ 00

limlim  
( ) ( ) ( ) ( )

x
xxfxg

x
xgxg

xx ∆
∆∆

=
∆

−∆
=

→∆→∆

.lim)1(lim
00

 

)(lim)()().(lim
00

xfxgxfxg
xx

∆=∆=
→∆→∆

).(1).( xgxg ==  
 
 
 

 پذيري و پيوستگي   مشتق٢.  ٣
 

) ٤در مثال  )iii 3/2 ديديم كه تابع))( xxf بنابراين، . پذير نيست  پيوسته است ولي مشتق0 در =
به هر حال، . پذيري تابع در آن نقطه را نتيجه ندهد ممكن است پيوستگي تابع در يك نقطه، مشتق

 . تضمين می نمايد را  آن پيوستگييک تابع مشتق پذيری  دهد كه قضية زير نشان مي
 

 .  پيوسته است1x در fپذير باشد، آنگاه   مشتق1x در نقطة f اگر تابع :١قضية 

گي برقرار  بايستي نشان دهيم كه سه شرط تعريف پيوست1x در f براي اثبات پيوستگي :اثبات
)يعني، بايستي نشان دهيم كه . است )i ( )1xf ،موجود است ( )ii )(lim

1

xf
xx→

) موجود است،  )iii 
( ) )(lim 1

1
xfxf

xx
=

→
 تعريف شده باشد، 1x در f مشتق پذير است، پس بايستي 1x در fچون . 

)يعني  )1xfتوانيم بنويسيم  اكنون مي.  موجود باشد 
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ١٠ 

  

( ) ( )
1 1

1
1 1

1

( ) ( )lim lim ( ).
x x x x

f x f xf x f x x x
x x→ →

−
 − = −  −

 
 اما

( ) 0lim 1
1

=−
→

xx
xx

) و  )1
1

1)()(lim
1

xf
xx

xfxf
xx

=
−
−

→
 

 اده از قضية حد حاصلضرب دو تابع داريم پس با استف
   

.( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1
1 1 1

1

lim lim . lim 0. 0
x x x x x x

f x f x
f x f x x x f x

x x→ → →

−
′ − = − = =  −

 

 بنابراين 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )11111 0limlimlimlim

1111

xfxfxfxfxfxfxfxf
xxxxxxxx

+=+−=+−=
→→→→

 
)دهد  كه به دست مي ) ( )1

1

lim xfxf
xx

=
→

 .  پيوسته بوده و اثبات تمام است1xبنابراين تابع در . 
 

) ٤ مثال :نكته )iiiقبل از ارائه . دهد كه در حالت كلي عكس قضية بالا برقرار نيست  مي نشان
 . پردازيم مثال ديگري در اين مورد، به تعريف مشتق يك طرفه مي

 

، 1x در f مشتق راستدر اين صورت .  تعريف شده باشد1x در f فرض كنيم تابع :تعريف

)كه با  )1f x+′شود، به صورت   نشان داده مي( ) 1 1
1 0

( ) ( )lim
x

f x x f xf x
x++

∆ →

+ ∆ −′ =
∆

  

)يا، به عبارت معادل، به صورت  ) ( ) ( )
1

1
1

1

lim
xx

xfxfxf
xx −

−
=′

+→
شود، هرگاه اين حد وجود   تعريف مي+

 . داشته باشد
 

، كه 1x در f مشتق چپدر اين صورت .  تعريف شده باشد1x در f فرض كنيم تابع :تعريف

)با  )1xf−′شود، به صورت   نشان داده مي( ) ( ) ( )1 1
1 0

lim
x

f x x f x
f x

x−−
∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
  

)به صورت  يا، به عبارت معادل ، ) ( ) ( )
1

1
1

1

lim
x x

f x f x
f x

x x− −

−
′ =

−
ود،  هرگاه اين حد ش  تعريف مي

 .وجود داشته باشد
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ١١ 

)(شود كه، شرط لازم و كافي براي آنكه   به سادگي ديده مي 1xf ) موجود باشد، آن است كه′ )1xf+′ 
)و  )1xf−′ موجود بوده و داشته باشيم ( ) ( )11 xfxf −+ ′=′. 
 

) با ضابطة fفرض كنيم تابع  :٦مثال  )
2 1 , 3
8 , 3

x x
f x

x x
− <

=  − ≥
 .  تعريف شده باشد

 .  بررسي كنيد٣ را در fپذيري تابع  پيوستگي و مشتق

) داريم :حل ) ( ) 5)3(,512limlim
33

==−=
−− →→

fxxf
xx

 
lim)(lim)8(5و      

33
=−=

++ →→
xxf

xx
)  پس  ) )3(5lim

3
fxf

x
==

→
 

 . پردازيم  مي3هاي چپ و راست در  حال به بررسي مشتق.  پيوسته است3و تابع در 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٦ . ٣شكل
 

 
( )

0 0

2 3 1 5(3 ) (3)(3) lim lim
x x

xf x ff
x x− −−

∆ → ∆ →

 + ∆ − −+ ∆ −  ′ = =
∆ ∆

 

   
0

6 2 6lim 2
x

x
x−∆ →

+ ∆ −
= =

∆
 

.[ ]
0 0 0

8 (3 ) 5(3 ) (3)(3) lim lim lim 1
x x x

xf x f xf
x x x+ + ++

∆ → ∆ → ∆ →

− + ∆ −+ ∆ − −∆′ = = = = −
∆ ∆ ∆

 

اكنون به دليل آنكه 
x

fxf
x ∆

−∆+
→∆

)3()3(lim
0

 . پذير نيست  مشتق3 در f  وجود ندارد،
 

) :٧مثال  )i به ازاي چه مقاديري از a و b تابع ( )




>+
≤

=
0

0
2

,
,

xxbax
xxxxf 0 در نقطةx 

 پذير است؟  مشتق
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ١٢ 

( )iiتوابع  مشتق xsinو xcosرا به دست آوريد  . 

( )iii نشان دهيد كه توابع ( )
1sin , 0

0 , 0

x xf x x
x

 ≠= 
 =

) و  ) xxg 0x،در =  پيوسته بوده، ولي =

 . دباشن پذير نمي مشتق

) :حل )i اگر تابع f 0 درx0، در ١پذير باشد، آن گاه بنابر قضية   مشتقxپس .  پيوسته است
. كنيم  استفاده مي0xپذيري در   از هر دو شرط پيوستگي و مشتق,abبراي يافتن براي مقادير 

 داريم 
( ) baxbaxxf

xxxx
+=+=

++ →→
0

00

lim)(lim و ( ) 2
0

2

00

limlim xxxf
xxxx

==
−− →→

 

0) ١ (      دهيم قرار مي
2

0 xbax =+ . 
 همچنين 

    ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0

0 0 0
lim lim
x x

f x x f x x x x
f x

x x− −−
∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ −
′ = =

∆ ∆
 

( ) ( )
2

0
0 00 0

2
lim lim 2 2
x x

x x x
x x x

x− −∆ → ∆ →

∆ + ∆
= = + ∆ =

∆
 

)          و  ) ( ) ( ) ( ) 2
0 0 0 0

0 0 0
lim lim
x x

f x x f x a x x b x
f x

x x+ ++
∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ + −
′ = =

∆ ∆
 

( ) 2
0 0

0
lim
x

ax b a x x
x+∆ →

+ + ∆ −
=

∆
 

 خواهيم داشت ) ١(و با استفاده از 

.( ) a
x
xaxf

x
=

∆
∆

=′
+→∆+ 00 lim 

 
)دهيم  قرار مي ) ( )00 xfxf +− 0 بنابراين .′=′

2
0 2, xaxb =−=. 

( )ii با استفاده از دستورهاي مثلثاتي داريم  

( )

( )

sin sin 2sin cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

x xx x x x

x xx x x x

 ∆ ∆ + ∆ − = +   


∆ ∆  + ∆ − = − +   

 

 و بنابراين 







 ∆

+
∆

∆

=
→∆→∆ 2

coslim

2

2
sin

lim
00

xxx

x

xx
( )

0

2sin cos
2 2sin lim

x

x xx
x

x∆ →

∆ ∆ + ′  =
∆
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ١٣ 

      .
2

sinlim

2

2
sin

lim
00







 ∆

+
∆

∆

−=
→∆→∆

xxx

x

xx
  ( )

x

xxx

x
x ∆







 ∆

+
∆

−
=′

→∆

2
sin

2
sin2

limcos
0

 

 اما بنابر خواص پيوستگي 
 

xxx
x

sin
2

sinlim 
0

=





 ∆

+
→∆

xxx و 
x

cos
2

coslim
0

=





 ∆

+
→∆

 

1و به علاوه 

2

2
sin

lim
0

=
∆

∆

→∆ x

x

x
)شود كه  نتيجه مي.   ) xx sincos )  و ′=− ) xx cossin =′. 

( )iii1       داريم 10 sin sinx x x
x x

≤ = ≤ . 

 
 شود كه  از اينجا، با استفاده از قضية فشردگي، نتيجه مي

01sinlim1sinlim
00

==
→→ x

x
x

x
xx

 

)پس تابع  )
1sin , 0

0 , 0

x xf x x
x

 ≠= 
 =

0x در   اما .  پيوسته است=

( )
xx

x
x

x
fxf

xxx ∆
=

∆
∆

∆
=

∆
−∆+

→∆→∆→∆

1sinlim

1sin
lim)0(0lim

000
 

 از فصل دوم، ٥و بنابراين مثال 
xx ∆→∆

1sinlim
0

. پذير نيست  مشتقx=0پس تابع در .  موجود نيست
)در مورد تابع  ) || xxf   داريم =

  ( )
0 0 0

lim lim | | lim 0
x x x

f x x x
+ + +→ → →

= = = 
( )

0 0 0
lim lim | | lim 0
x x x

f x x x
− − −→ → →

= = = 
)بنابراين  ) ( )

0 0
lim lim | | 0 0
x x

f x x f
→ →

= = ) و تابع = ) || xxf 0x در = و اما در .  پيوسته است=
 پذيري  مورد مشتق

( ) ( )'

0 0 0

0 0
(0)  lim lim lim 1

x x x

f x f x xf
x x x+ + ++

∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆ ∆
= = = =

∆ ∆ ∆
 

)                               و ) ( )'

0 0 0

0 0
(0)  lim lim lim 1

x x x

f x f x xf
x x x− − −−

∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆ −∆
= = = = −

∆ ∆ ∆
  

)پس  ) ( )0 0f f+ −′  . تپذير نيس  مشتقx=0 و تابع در ≠′
 

 و
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مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ١٤ 

RDfة تعريف ز تابعي با حوf  فرض كنيم:٨مثال  Rba باشد و به ازاي هر =   داشته ,∋
)باشيم،  ) ( ) ( )bfafbaf )به علاوه فرض كنيم كه . +=. )0 1f ) و = )0f . د وجود داشته باش′

) ، ∋Rxثابت كنيد كه به ازاي هر  )xf ) وجود داشته و داريم′ ) ( ) ( )0 .f x f f x′ ′= . 

   با استفاده از تعريف مشتق داريم:حل  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

f x x f x f x f x f x
f x

x x∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆ −
′ = =

∆ ∆
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 0
lim lim 0 . .
x x

f x f x f x f
f x f f x

x x∆ → ∆ →

∆ − ∆ −
′= = =

∆ ∆
 
 

)     :٩مثال  )iاگر  ثابت كنيد كه ( )xf 0درx  مشتق پذير باشد، آنگاه=
( ) ( ) ( ) ( )lim .

x a

xf a af x
f a af a

x a→

−
′= −

−
 

 

( )ii فرض كنيم تابعf با ضابطة ( )






>

≤+
=

1,1
1,2

x
x

xbax
xfتعريف شده باشد  .

)نيد كه  را طوري تعيين ك,abمقادير )1f  . موجود باشد′
( )iii فرض كنيم كهRDf )شيم،  داشته با∋Rx، و براي هر = ) 2. xxf ثابت كنيد ≥
0xدرfكه  )پذير است و داريم  مشتق= ) 00' =f. 

)    :حل )iتوانيم بنويسيم  مي 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ax
xafaafaafaxf

ax
xafaxf

xx −
−+−

=
−
−

→→ 00
limlim 

( ) ( ) ( )






−
−

−=
→ ax

afxfaaf
x

.lim
0

( )( ) ( ) ( )( )
ax

afxfaaxaf
x −

−−−
=

→0
lim 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).lim
0

afaaf
ax

afxfaaf
x

′−=
−
−

−=
→

 
( )ii نويسيم كه  ابتدا شرطي را مي( )xf 1  در=xپيوسته باشد، يعني  

( ) ( ) ( ).lim1lim
11

xffxf
xx +− →→

== 
)        داريم ) ( ) babaxxf

xx
+=+=

−− →→

2

11
limlim 

)        و ) 11limlim
11

==
++ →→ x

xf
xx

 
.   (1)بنابراين  1a b+ 1xنويسيم كه تابع در   سپس شرطي را مي=  ر باشد، مشتق پذي=
)        يعني ) ( )11 +− ′=′ ff 
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مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ١٥ 

)      اما داريم  ) ( ) ( )
x

fxff
x ∆

−∆+
=′

−→∆
−

11lim1


  

  ( ) ( ) ( )
x

babaxaa
x

babxa
xx ∆

−−++∆+∆+
=

∆
+−+∆+

=
−− →∆→∆

2lim1lim
2

0

2

0
 

  ( ) ( ) aaxa
x

xaxa
xx

22lim2lim
0

2

0
=+∆=

∆
∆+∆

=
−− →∆→∆

 

)     و    ) ( ) ( ) ( )
x

ba
x

x
fxff

xx ∆

+−
∆+=

∆
−∆+

=′
++ →∆→∆

+
1

1

lim11lim1
00

 

)                                   (1)و با توجه به  )xx
x

x
x

xx ∆+∆
∆−−

=
∆

−
∆+=

++ →∆→∆ 1
11lim

1
1

1

lim
00

 

.( ) 1
1

1lim
1

lim
0

−=
∆+

−
=

∆+∆
∆−

=
++ →∆→∆ xxx

x
xx 

 

2  (2)بنابراين  1a = ،بدست می آوريم(2) ، (1)اكنون از . −
2
3,

2
1. =

−
= ba 

( )iii داريم  
.  ( ) ( ) ( )20 0 0 0 0 0f f f≤ ⇒ = ⇒ = 

 حال بنابر تعريف مشتق

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0
0 lim lim

x x

f x f f x
f

x x∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆
′ = =

∆ ∆
 

∆0xاز طرفي براي  ≠ 

   .( ) ( ) ( ) ( ) ( ) x
x
xf

x
x

x
xf

xxf ∆≤
∆
∆

⇒
∆
∆

≤
∆
∆

⇒∆≤∆
2

2 

)بنابراين  )
0

f x
x

x
∆

≤ ≤ ∆
∆

)ودديده می ش و با استفاده از قضية فشردگي  )
0

lim 0
x

f x
x∆ →

∆
=

∆
. 

)       پس  ) ( )
0

. 0 lim 0
x

f x
f

x∆ →

∆
′ = =

∆
 

 

)  :١٠مثال  )i فرض كنيم توابع fو gبه صورت زير تعريف شده باشند : 

( ) xxxg
4
1

4
3

) و=− ) xxxf += 3 

)ثابت كنيد كه  )0g ) و ′ )0f ) موجود نبوده ولي ′ ) ( )0fog  . وجود دارد′
( )ii اگر تابع f درa مشتق پذير باشد، ثابت كنيد كه  

( ) ( ) ( )
0

lim
2x

f a x f a x
f a

x∆ →

+ ∆ − − ∆
′ =

∆
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 ١٦ 

): حل )iداريم 

( ) ( ) ( )
0

0 0
0 lim

x

f x f
f

x++
∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
 

( )
0 0 0

3 0 3 4lim lim lim 4
x x x

x x x x x
x x x+ + +∆ → ∆ → ∆ →

∆ + ∆ − ∆ + ∆ ∆
= = = =

∆ ∆ ∆
 

 و

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

3 00 0
0 lim lim

x x

x xf x f
f

x x− −−
∆ → ∆ →

∆ + ∆ −+ ∆ −
′ = =

∆ ∆
 

0 0

3 2lim lim 2
x x

x x x
x x− −∆ → ∆ →

∆ − ∆ ∆
= = =

∆ ∆
 

)پس  ) ( )0 0f f+ −′ ) و بنابراين ≠′ )0f  . موجود نسيت′
 همچنين

( ) ( ) ( )
0 0

3 1 00 0 4 40 lim lim
x x

x xg x g
g

x x+ ++
∆ → ∆ →

 ∆ − ∆ − + ∆ −  ′ = =
∆ ∆

 

0 0

3 1
14 4lim lim

2 2x x

x x x
x x+ +∆ → ∆ →

∆ − ∆ ∆
= = =

∆ ∆
 

)       و                   ) ( ) ( )
0 0

3 1 00 0 4 40 lim lim
x x

x xg x g
g

x x− −−
∆ → ∆ →

 ∆ − ∆ − + ∆ −  ′ = =
∆ ∆

 

.1lim4
1

4
3

lim
00

=
∆
∆

=
∆

∆+∆
=

−− →∆→∆ x
x

x

xx

xx
 

)پس ) ( )0 0g g+ −′ )  و بنابراين ≠′ )0g 0x در fogحال به بررسي مشتق تابع .  وجود ندارد′ = 
)پردازيم، ابتدا  مي )( )xfog كنيم مي را محاسبه. 

.( )( ) ( )( ) ( ) ( ) xxxxxxxxxgxgxgfxfog
4
1

4
3

4
3

4
9

4
1

4
3

4
1

4
333 −+−=−+






 −=+== 

 داريم

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0
0 lim

x

fog x fog
fog

x++ ∆ →

+ ∆ −′ =
∆

 

0

9 3 3 1
4 4 4 4lim

x

x x x x

x+∆ →

∆ − ∆ + ∆ − ∆
=

∆0

9 3 3 1
4 4 4 4lim

x

x x x x

x+∆ →

∆ − ∆ + ∆ − ∆
=

∆
 

0 0

6 2
24 4lim lim 2

x x

x x x
x x+ +∆ → ∆ →

∆ + ∆ ∆
= = =

∆ ∆
 

 و
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 ١٧ 

               

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0 0
0 lim

x

fog x fog
fog

x−− ∆ →

+ ∆ −′
=

∆
    

0

9 3 3 1
4 4 4 4lim

x

x x x x

x−∆ →

∆ − ∆ + ∆ − ∆
=

∆
 

0 0 0

9 3 3 1
3 24 4 4 4lim lim lim 2

x x x

x x x x
x x x

x x x− − −∆ → ∆ → ∆ →

∆ + ∆ + ∆ + ∆
∆ − ∆ ∆

= = = =
∆ ∆ ∆

 

) بنابراين ) ( ) ( ) ( )0 0fog fog
+ −

′ ) و لذا =′ ) ( )0fog  . موجود است′
( )ii                                       داريم 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
2 2x x

f a x f a x f a x f a f a f a x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ − − ∆ + ∆ − + − − ∆
=

∆ ∆
 

( ) ( ) ( ) ( )
x

afxaf
x

afxaf
x ∆−

−∆−
+

∆
−∆+

=
→∆ 22

(lim
0

 

( ) ( ) ( )1 1 .
2 2

f a f a f a′ ′ ′= + =
( ) ( ) ( ) ( )

x
afxaf

x
afxaf

xx ∆−
−∆−

+
∆

−∆+
=

→∆−→∆ 00
lim

2
1lim

2
1 

 
 
 

    چند قضية٣ .٣
 

اما، .  سوم تا اينجا، مشتق تابع در يك نقطه را با استفاده از تعريف محاسبه كرديماز ابتداي فصل
. كننده است صل دوم و در مورد حد تابع ديديم، اين عمل معمولاً طولاني و خستهفهمانطور كه در 

پردازيم كه به كمك آنها محاسبة مشتق توابع  بنابراين، در اين قسمت به بيان و اثبات قضايايي مي
كنيم،مگر  شود و از حالا به بعد در محاسبة مشتق توابع همواره از اين قضايا استفاده مي تر مي ساده

 .اينكه در موردي خاص به صراحت از ما خواسته شود كه از تعريف مشتق استفاده كنيم
 

در اين .  عدد ثابتي باشدcق پذير بوده وت مشa در نقطةg وfفرض كنيم توابع :٢قضية 
gfcfصورت توابع  gf و,±   مشتق پذبر بوده و داريمa در.

)                                                                              )الف ) ( ) ( ) ( )agafagf ′±′=′± 
)                                                                                             )ب ) ( ) ( )afcacf ′=′ 
)                                                                       )ج ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )agafagafafg ′+′=′ 
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 ١٨ 

 : بات اث
gfhاگر ) الف DgDfx تعريف كنيم، آنگاه براي هر =+   داريم∋∩

( ) ( )( ) ( ) ( ).xgxfxgfxh +=+= 
 بنابراين

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
x

agafxagxaf
x

ahxahah
xx ∆

+−∆++∆+
=

∆
−∆+

=′
→∆→∆ 00

limlim 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
x

agxagafxaf
x ∆

−∆++−∆+
=

→∆ 0
lim 

 a درg وfپذيري و با توجه به مشتق

.( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )agaf
x

agxag
x

afxafah
xx

′+′=
∆

−∆+
+

∆
−∆+

=′
→∆→∆ 00

limlim 

)پس  ) ( ) ( ) ( )agafagf  توان ثابت كرد كه  به طريق مشابه مي.+′=′+′
( ) ( ) ( ) ( )agafagf ′−′=′− 

) داريم ∋Dfxبر طبق تعريف، براي هر ) ب )( ) ( )xcfxcf  توان نوشت  اكنون مي.=

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
x

acfxacfacf
x ∆

−∆+
=′

→∆ 0
lim 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).limlim
00

afc
x

afxafc
x

acfxacf
xx

′=
∆

−∆+
=

∆
−∆+

=
→∆→∆

 
gfhاگر ) ج DgDfx تعريف كنيم، آنگاه براي هر =.   داريم∋∩

( ) ( ) ( )xgxfxh .= 
  حال

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

agafxagxaf
x

ahxahah
xx ∆

−∆+∆+
=

∆
−∆+

=′
→∆→∆ 00

limlim 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x
agafxagafxagafxagxaf

x ∆
−∆++∆+−∆+∆+

=
→∆ 0

lim 

              ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )}{lim
0 x

agxagaf
x

afxafxag
x ∆

−∆+
+

∆
−∆+∆+

=
→∆

 
  پيوسته هستند، داريم a در g و fوابع و با توجه به اين كه ت

( ) ( ) ( ) ( )
x

afxafxagah
xx ∆

−∆+
∆+=′

→∆→∆ 00
limlim  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).lim
0

agafafag
x

agxagaf
x

′+′=
∆

−∆+
+

→∆
 

 . و بدين ترتيب اثبات تمام است
 

) اگر :تبصره ) cxf ) تابعي ثابت باشد، آنگاه = ) 0=′ xf .  زيرا 
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 ١٩ 

( ) ( ) ( )
0 0 0

0lim lim lim 0
x x x

f x x f x c cf x
x x x∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ − −′ = = = =
∆ ∆ ∆

 
 

 در يك gپذير باشند و به علاوه   مشتقa هر دو در نقطة g و f فرض كنيم توابع :٣قضية 

در اين صورت توابع   مخالف صفر باشد،aهمسايگي 
g
 و 1

g
f در aپذير بوده و داريم   مشتق 

)) الف ) ( )
( )( )2

1
ag

aga
g

′−
=

′








. 

))ب ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2ag

afagagafa
g
f ′−′

=
′








. 

اگر )  الف:اثبات
g

h 1
) تعريف گردد، آنگاه داريم = ) ( )xg

xh 1
 پس . =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

agxag
x

ahxahah
xx ∆

−
∆+=

∆
−∆+

=′
→∆→∆

11

limlim
00

 

.      ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( )
( )

( )( )20 0

( )

lim lim
x x

g a x g a
g a g a x g ax
xg a g a x g a a x g a∆ → ∆ →

− + ∆ −
′− + ∆ −∆= = =

∆ + ∆ + ∆
 

فرض كنيم )ب
g
fh )، پس = ) ( )

( )xg
xfxh   ، بنابراين =

( ) ( ) ( )
x

ahxahah
x ∆

−∆+
=′

→∆ 0
lim  
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xagaxg
xagafagxaf

x
ag
af

xag
xaf

xx ∆+∆
∆+−∆+

=
∆

−
∆+
∆+

=
→∆→∆ 00

limlim . 

)با اضافه و كم كردن  ) ( )agafآوريم  ي در صورت كسر به دست م 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )xagaxg

xagafagafagafagxafxh
x ∆+∆

∆+−+−∆+
=′

→∆ 0
lim  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )xagag
x

agxagaf
x

afxafag

x ∆+
∆

−∆+
−





∆
−∆+

=
→∆

.
lim

0
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xagag
x

agxagaf
x

afxafag

xx

xxxx

∆+
∆

−∆+
−

∆
−∆+

=
→∆→∆

→∆→∆→∆→∆

00

0000

lim.lim

limlimlim.lim
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2. ag

agafafag
agag

agafafag ′−′
=

′−′
=  

 .و بدين ترتيب اثبات تمام است
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 ٢٠ 

 

2 فرض كنيم توابع :تعميم 1,..., ,nf f f همگي در نقطة aدر اين صورت با . پذير باشند  مشتق
nfffشود كه تابع   و استقراي رياضي به سادگي ديده مي٢ه از قضية استفاد ±±±  a در 21...
 پذير است و داريم مشتق

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2... ...n nf f f a f a f a f a′ ′ ′ ′± ± ± = ± ± ±  
 

Nnبراي هر )  الف:٤قضية  )، تابع ∋ ) nf x x= در هر نقطه a مشتق پذير است و  

( ) 1−=′ nnaaf  

Nqبراي هر ) ب )تابع  ،∋ ) qxxf
1

0a در هر نقطه =  كه تابع در يك همسايگي آن تعريف شده ≠

)پذير است و   باشد، مشتق )
11

1 −
=′ qa

q
af. 

 : اثبات
  داريم) الف

                      ( ) ( ) ( ) ( )
x

axa
x

afxafaf
nn

xx ∆
−∆+

=
∆

−∆+
=′

→∆→∆ 00
limlim 

( ) ( )21 2

0

( 1) ...
2!lim

nn n n n

x

n na na x a x x a

x

− −

∆ →

−
+ ∆ + ∆ + + ∆ −

=
∆

 

( ) 11 2 1

0

( 1)lim ...
2!

nn n n

x

n nna a x x na−− − −

∆ →

− = + ∆ + + ∆ = 
 

. 

)  داريم )ب ) ( )
11

0
lim

qq

x

a x a
f a

x∆ →

+ ∆ −
=

∆
. 

  براي محاسبه اين حد از اتحاد
( )( )1221 ... −−−− ++++−=− nnnnnn babbaababa 

  و مي نويسيمکردهاستفاده 

( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( ) ( )[ ]
( )( ) ( )( ) ( )[ ]qqqqqqq

qqqqqqqqq

x aaxaxax
aaxaxaaxaaf /1/1/2/1

/1/1/2/1/1/1

0 ....
....lim

−−−

−−−

→∆ ++∆++∆+∆
++∆++∆+−∆+

=′ 

( )
( )( ) ( )( )

/ /

1 / 2 /0 1/ ( 1) /
lim

...

q q q q

q q q qx q q q

a x a

x a x a x a a− −∆ → −

+ ∆ −
=

 ∆ + ∆ + + ∆ + + 

 

( )( ) ( )( )1 / 2 /0 1/ ( 1) /
lim

...q q q qx q q q

x
x a x a x a a− −∆ → −

∆
=

 ∆ + ∆ + + ∆ + + 
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 ٢١ 

( )( ) ( )( ) ( ) qqqqqqqx aaxaxa /1/1/2/10 ...
1lim

−−−→∆ ++∆++∆+
= 

.( ) ( ) ( )1 / 1 / 1 /

1
...q q q q q qa a a− − −

=
+ + +

 

)  جمله در مخرج كسر بالا وجود دارد ، پسqچون دقيقاً تعداد  ) ( 1) /

1
q qf a

qa −
′  يا، معادل با آن =

( )
1( 1)1 qf a a

q
−

′  .  و اثبات تمام است=

 

 
 :تبصره 

 nاي درجة  شود كه چند جمله  ديده مي٤ و ٢ قضاياي با استفاده از)١
( ) ( )0 1 ... 0n

n n nP x c c x c x c= + + + ≠ 
 

 پذيراست و داريم   مشتقaدر هر نقطة دلخواه 
( ) 12

221 ...32 −++++=′ n
nn ancacaccaP 

Nnبراي هر)٢ ) تابع ∋ ) nxxf 0aة در هر نقط  ،=−   پذير است و داريم  مشتق≠

( ) 1−−−=′ nnaaf . زيرا( ) n
n

x
xxf 1

==  داريم) الف (٣ و با استفاده از قضية −

.( ) ( )
1

2

1
−−

−

−=
−

=′ n
n

n

na
a
naaf 

) مشتق تابع ∋Nmبراي هر )٣ ) mxxf 0a در هر نقطة =−1/  وجود دارد و برابر است با <

( ) 111 −
−−

=′ ma
m

af . زيرا( ) m
m

x
xxf /1

1 1
==

−

  داريم٤ و ٣هاي  ، و با استفاده از قضيه

.( ) ( )
11

2/1

1/1
1

1
−

−
−

−
=

−

=′ m
m

m

a
ma

a
maf 

1اگر توابع ) ٤ 2, ,..., nf f fهمگي در نقطة xپذير باشند، آن گاه تابع   مشتقnfffg  در =21...
xپذير خواهد بود و داريم مشتق 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2... ... ... ... .n n n ng x f x f x f x f x f x f x f x f x f x′ ′ ′ ′= + + + 
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 ٢٢ 

3211به عنوان مثال، اگر. كنيم ، به صورت مكرر، استفاده مي)ج (٢از قضية  ffffg =Ψ= آنگاه 
 داريم

( ) ( ) ( ) ( )1 1( )g x f x x f x x′ ′ ′= Ψ + Ψ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 2 3( )f x f x f x f x f x f x f x f x′ ′ ′ = + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxfxfxfxfxfxf 32321321 1
′+′+′= 

 . توان حكم را براي هر تعداد از عوامل حاصلضرب ثابت كرد و به همين ترتيب مي

 

 : مشتق توابع زير را در يك نقطه دلخواه از حوزه تعريف آنها محاسبه كنيد:١٢مثال 

( ) ( ) ( ) ( )ixxxfiixxxxf sincossin 2== 

( ) ( ) ( ) ( )iiixxfi
x

xxxf tan
3

5
3

2

=
+

−
= υ 

                   ( ) ( )υ
x

xxf
cos

1sec ==. 

 . كنيم ايم استفاده مي   از تمامي قضايايي كه تا اينجا در مورد مشتق ثابت كرده:حل

( )i اگر ( ) xxxf sin2= آنگاه  

( ) ( ) ( )2 2 2sin sin 2 sin cos .f x x x x x x x x x
′ ′′ = + = + 

    ( )ii اگر ( ) xxxxf cossin=گاه  ، آن 

( ) ( ) ( ) ( )′+′+
′

=′ xxxxxxxxxxf cossincossincossin 

( ) ( )
1

21 sin cos cos cos sin sin
2

x x x x x x x x x
−

= + + − 

.sincoscossin
2

1 22 xxxxxx
x

−+= 
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 ٢٣ 

)و  )xf )تر  توان به شكل ساده  را مي′ ) xx
x
xxf 2cos

4
2sin

 .  نيز نوشت′=+

( )iii اگر ( )
x
xxxf

cos
sintan   آنگاه ==

( ) ( )

( ) ( ) .sec
cos

1
cos

sincos
cos

sinsincoscos

cos
)(cossincossin

cos
sin

2
22

22

2

2

x
xx

xx
x

xxxx
x

xxxx
x
xxf

==
+

=
−−

=

′−′
=

′









=′

 

( )υi اگر ( )
2

3

5
3

x xf x
x

−
=

+
 آنگاه 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )23

34

23

223

23

3232

3
15610

3
35352

3
3535

+

−++−
=

+

−−+−
=

+

′
+−−+

′
−

=′

x
xxx

x
xxxxx

x
xxxxxxxf

 

3به شرط آنكه  3−≠x. 
( )υ اگر( )

x
xxf

cos
1sec   آنگاه==

( ) ( )

.tan.sec
cos

1
cos
sin

cos
sin

cos
cos

cos
1

22

xx
xx

x
x

x
x
x

x
xf

=

×==
′−

=
′









=′ 

 

) اتحاد :١٣مثال  )1
1
1...1

1
2 ≠

−
−

=++++
+

x
x

xxxx
n

n ين  و با استفاده از قوانکرده را ثابت
 :  زير بدست آوريد های هايي براي حاصلجمع مشتق فرمول

( )
( )

2 1

2 2 2 2 2 1

1 2 3 ...

1 2 3 ...

n

n

x x nx a
x x n x b

−

−

+ + + +

+ + + +
  

n فرض كنيم :حل
n xxxS ++++= ...1  گيريم   كه از آن نتيجه مي2

12 ... +++++= nn
n xxxxxS 

 توان نوشت  مي
( ) ( )

1

...1...
1

212

−=

++++−+++=−
+

+

n

nn
nn

x
xxxxxxSxS 

 يا 
1( 1) 1n

nS x x +− = − 
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٢٤ 

1چون  0x − گيريم  ، از تساوي بالا نتيجه مي≠
x

x
x

xS
nn

n −
−

=
−
−

=
++

1
1

1
1 11

 . 
( )a اگر از طرفين اتحاد نسبت به xآوريم   مشتق بگيريم، به دست مي 

( ) ( ) ( )
( )2

1
12

1
111...321

−
−−−+

=++++
+

−

x
xxxnxnxx

nn
n 

 و يا 
( )

( )2

1
12

1
11...321

−
++−

=++++
+

−

x
xxnxxnxx

nn
n 

( )bاوي در قسمت  طرفين آخرين تس( )a را در xكنيم  ضرب مي 

( )

2 1
2 3

2
( 1)2 3 ...

1

n n
n nx x x xx x x nx

x

+ +− + +
+ + + + =

−
 

 آوريم   مشتق بگيريم و نتيجه را ساده كنيم، به دست ميxاكنون اگر از اين تساوي نسبت به 

.( ) ( )
( )

2 2 1 2
2 2 2 2 1

3

1 1 2 2 1
1 2 3 ...

1

n n n
n x n x n n x nx

x x n x
x

+ +
−

+ − + + + − −
+ + + + =

−
 

 

  مشتق تابع مركب ٤.  ٣
 

گويند كه چگونه از توابع مركبي  ايم، هيچكدام به ما نمي گيري كه تا كنون ثابت كرده قواعد مشتق
12مانند  +x يا ( )xsinsinكنيم  بنابراين، در اين قسمت قانون ديگري بيان مي.  مشتق بگيريم

اين قانون . دهد ل دهنده آن به دست ميكه مشتق يك تابع مركب را بر حسب مشتقات توابع تشكي
قبل از بيان . سازد پذير مي گيري بسياري از توابع را امكان به قاعده زنجيري معروف است و مشتق

 . كنيم اثبات قاعده زنجيري مطلب زير را كه مورد نياز در قضيه است، ثابت مي
 

) شرط لازم و كافي براي آنكه:نكته )
0

lim
x x

f x c
→

)ست كه ا، آن= ) ( )xcxf α+= كه در 
)آن )

0

lim 0
x x

xα
→

=. 

) فرض كنيم:اثبات )
0

lim
x x

f x c
→

) و فرض كنيم= ) ( ) cxfx −=α . در اين صورت به ازاي
  وجود دارد به طوري كهδ<0، عددي مانندε<0هر

00اگر x x δ< − )، آنگاه > ) ( ) εα <=− xcxf. 
)و بنابراين )

0

lim 0
x x

xα
→

)برعكس از. = )
0

lim 0
x x

xα
→

)شود كه  نتيجه مي= )( )
0

lim 0
x x

f x c
→

− = 
)و بنابراين  )

0

lim
x x

f x c
→

=. 
 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٢٥ 

پذير   مشتقx درg اگر): مشتق تابع مركب-نجيريزقاعدة  (٥قضية 
) درfبوده و  )xgپذير باشد، آنگاه تابع مركب  مشتقfog=ϕدر xپذير است و  مشتق 

( ) ( )( ) ( )xgxgfx ′′=′ϕ 
) درf چون:اثبات )xgy  پذير است، داريم  مشتق=

.( ) ( ) ( )yf
y

yfyyf
y

′=
∆

−∆+
→∆ 0

lim 

 بنابراين، با استفاده از نكتة بالا

                             (1)          ( ) ( ) ( ) ( )
f y y f y

f y y
y

ϕ
+ ∆ −

′= + ∆
∆

 

)كه در آن )yϕ   تابعي است كه براي آن∆
                            (2)                      ( )

0
lim 0
y

yϕ
∆ →

∆ = 
 تواند به صورت  ميy درfبينيم كه نمو ، مي∆y در(1)با ضرب 

                           (3)     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f y f y y f y f y y yϕ′ ∆ = + ∆ − = + ∆ ∆  
)، داريم y∆=0چون براي. نوشته شود ) 0=∆ yf 0 وقتي كه(3)، رابطه=∆y اختيار شود براي 
)هر انتخاب  )0ϕتوان بنابراين مي. ماند  معتبر باقي مي( )0 0ϕ ) قرار داد، كه اين= )yϕ  0 را در ∆
 اكنون فرض كنيم. سازد پيوسته مي

( ) ( ) ( )y g x g x x g x∆ = ∆ = + ∆ − 
 هدد نتيجه مي. كنيم  تقسيم مي∆x را بر(3)و 

                        (4)     ( ) ( ) ( ) ( )f y g x
f y y

x x
ϕ

∆ ∆
′ = + ∆ ∆ ∆

 
 آوريم ، به دست ميx∆→0 وقتي(4)با گرفتن حد از 

                        (5)    ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim
x x x

f y g x
f y y

x x
ϕ

∆ → ∆ → ∆ →

∆ ∆
′ = + ∆ ∆ ∆

 
)، زيراy∆→0دهد كه  نتيجه ميx∆→0اما )xgy و ) ١بنابر قضية ( پيوسته است x در=

)،(2)دهد كه، با توجه به   نتيجه ميx∆→0بنابراين  ) 0yϕ ∆ (0) اين مطلب كه.→ 0ϕ = 
  خواهد شد(5)بنابراين . y∆≠0توانيم تضمين كنيم كه اكنون بسيار مهم است، زيرا ما نمي

(6)  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xgxgfxgyf
x
yf

x
′′=′′=

∆
∆

→∆ 0
lim 

)  اما ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )f y f y y f y f g x g x f g x∆ = + ∆ − = + ∆ − 
( )( ) ( )( )xgfxxgf −∆+= 

  مساوي است با(6)و بنابراين طرف چپ 

(7)( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim
x x x

f g x x f g xf y x x x
x

x x x
ϕ ϕ

ϕ
∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ −∆ + ∆ −
′= = =

∆ ∆ ∆
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٢٦ 

)زيرا ) ( )( )xgfx =ϕ . آوريم به دست مي(7) و (6)از مقايسه( ) ( )( ) ( )xgxgfx ′′=′ϕ   و اثبات
 .تمام است

 

 ,hgبه عنون مثال اگر. توان براي بيشتر از دو تابع نيز به كار برد  روند قضية بالا را مي:تبصره
) به ترتيب درfو ) xxh ) و, )( )xhgپذير باشند، آنگاه  مشتق 

( )( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )f g h x f g h x g h x f g h x g h x h x
′ ′

′ ′ ′ ′= = . 
 

 : مشتق توابع زير را محاسبه كنيد:١٤مثال 

( ) ( )ixx 2sin)( =ε ( ) ( )iixxy 11 2 <−=. 

) در اينجاi)(:حل ) ( )( )xgfx =εكه در آن ،( ) sinf x x= و ( ) 2g x x=. 
 ، بنابر قاعدة زنجيريلذا

( )2cos2 xx ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) =
′

=′′=′ 2cos xxgxgxgfxε. 
( )iiفرض كنيم ( )( )xgfy ) كه در آن= ) ( ) xxfxxg =−= ,1  در اين صورت. 2

( )( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )2

2

1 21
2 2 1

xy f g x f g x g x x
g x x

′ −′′ ′ ′= = = − =
−

 

  يعني،
21 x

xy
−

−=′.  

 

 :كنند  گاهي قاعدة زنجيري را به صورت سادة زير هم بيان مي:تبصره
) به صورتν تابعي ازyفرض كنيم )νfy ) به صورتx تابعي ازν، و= )v g x=باشد . 

))(()( به صورتx تابع ازyدر اين صورت xxgfy ϕ==خواهد شد . 
xvxكند كه اكنون قاعدة زنجيري ثابت مي yy ν νν نسبت بهy مشتق′vy، كه در آن′=′×′ ,x′ 

xy و x نسبت بهνمشتق  . استx نسبت بهy نيز مشتق′
 

 : پيدا كنيدx باشد، مشتق توابع زير را نسبت بهx تابعي ازu وu تابعي ازy اگر:١٥مثال







+=

∈=





=
=





=

=
23 3

)(,
sin

)(sin)(cos

xxu
iZnuy

xu
iiuy

xu
iiiuy n
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٢٧ 

   i)(: حل

( )′+=′×′=′ − 231 3. xxnuuyy n
xux  

( )
( ) ( )

1 2

13 2 2

. 3 6

3 . 3 6 .

n

n

nu x x

n x x x x

−

−

= +

= + +
 

 . نيز لازم استu≠0 منفي باشد، شرطnالبته اگر

( )cos cos sin cos cos ( )x u x xy y u u u u x u x ii′′ ′ ′ ′= × = × = × = ×

                                                                       ( ).sincos.cos xx= 

( ) 1sin sin ( )
2x u xy y u u x u iii

x
′′ ′ ′= × = − × = − ×

                                                                         ( )1 sin .
2

x
x

−
= 

)ديديم كه اگر ) nxxfZn =∈ )، آنگاه تابع, )xfدر هر نقطه a كه تابع در همسايگي آن تعريف ،
)شده باشد، داراي مشتق ) 1−=′ nnaafاست . 

)همين مطلب درست است وقتي ) qxxf
1

Nq، كه در آن=  .كنيم اكنون قضية بعد را ثابت مي. ∋
 

) فرض كنيم:٦قضية  ) rf x x=كه در آن r در اين صورت براي . است) منطق( عددي گويا
 پذير بوده و  مشتقf تعريف شده باشد، تابعf، كه در همسايگي آنa≠0هر

( ) 1−=′ rraaf 
وانيم بنويسيمت  مي:اثبات

n
mr NnZm كه در آن= ∈∈  ٤حال بنابر قاعدة زنجيري و قضية .,

)داريم، ) ب( ) ( )nmn
m

xxxf
1

)پس .′== ) ( ) 111111)(
−−−−−

===′ n
m

mm
n
m

mnm a
n
maa

n
mmaa

n
af.  

 

 : مشتق توابع زير را با استفاده از قاعدة زنجيري محاسبه كنيد:١٦مثال 
)(sin3 ixy =   ( ) )(tanln iixy =) ln:لگاريتم طبيعي( 
)(5cos iiiy x=   ( ) )(1sinln 3 ivxy += 

2sin 1 ( )y arc x v= −  ( ) )(531 42 vixxy ++= 

)(viixxxy ++=  2
2sin ( )

1
xy arc viii
x

=
+

. 

 داريم:حل

( ) ( ) )(cossin3sinsin 2
sin

3 ixxxxy xxx =′′
=′ 
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 ٢٨ 

( )( ) ( ) )(
2sin

2
cos

1.
tan

1tantanln 2tan ii
xxx

xxy xxx ==′′=′ 

( ) ( ) ( ) )(;5lnsin5sin5ln5cos5 coscos
cos

cos iiixxxy xx
xx

x
x −=−×=′′

=′ 

( ) ( ) ( )3 3

3 3 3

sin 1 1
ln sin 1 sin 1 1 ( )x xx x

y x x x iv
+ +

′ ′′   ′  = + + +     

( ) ( ) ( );1cot33.1cos.
1sin

1 3223
3 +=+

+
= xgxxx

x
 

( ) ( ) ( )
2 2 ( 0, 1)

2 2 2

1 1
sin 1 1 1 ( )

x
x xx x

y arc x x x v
≠ ±− −

′
′ = − − − 

             ( ) ( )
222 1

2.
12
1.

11
1

xx
xx

xx −
−=−

−−−
=    

( )[ ] ( ) )(531531 2
531

42 2 vixxxxy xxxx
′

++×
′

++=′ ++ 
                                      ( ) ( )xxx 1035314 32 +++= 

)(vii شود كه با استفاده از قاعدة زنجيري ديده مي 
1 1 1 1 1

222
xy

xx xx x x

  ′ = + +  
  + + +

 

)(viiiداريم 
( )

( )
( )

( )
( )

( )
2 2 2 2

2 2 22 2 22

2

2 1 4 2 1 2 11 . ,
1 11 1121

1

x

x x x x
y

x xx xxx
x

+ − − −
′ = = =

− +− ++ −  + 

 

 يعني،










>
+
−

<
+=′

1,
1

2

1,
1

2

2

2

x
x

x
xyx 

 .  مشتق وجود نداردx=1در
 

 :پذيري توابع زير را بررسي كنيد  مشتق:١٧مثال 

( ) ( ) ( )21 1 ( ) sin cos ( )y f x x b y f x arc x a= = − − = =. 

      داريمa)(:حل

 ( ) ( )
x
x

x
x

x
xxfy

sin
sin

sin
sin

cos1
cos

22
−=−=

−

′
=′=′ 

0sinبنابراين، در نقاطي كه >x1آوريم ، به دست مي−=′y0 و در نقاطي كهsin <x به دست 
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مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٢٩ 

0sinنهادر نقاطي كه براي آ. y′=1آوريم مي =xيعني در نقاط ،( ) πkxk =±±=  تابع، 2,1,0....,
 .پذير نيست هر چند كه پيوسته است، مشتق

)(b11حوزة تعريف اين تابع فاصلة ≤≤− xداريم.  است 

( ) ( )x
xx

xfy 2
12

1.
112

1
22

−
−

−

−−
=′=′  

→−+ يا1x→−وقتي. x≠±1 وx≠0كه در آن 1xآوريم  به دست مي+∞→′y . حال امكان
 :كنيم  را بررسي ميx=0وجود مشتق در 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )( )
( ) ( )

2

0 0

2 2

0 2

2

0 02 2

1 1 00 0
lim lim

1 1 1 1
lim

1 1

1 1
lim lim

1 1 1 1

x x

x

x x

xf x f
x x

x x

x x

x x

x x x x

∆ → ∆ →

∆ →

∆ → ∆ →

− − ∆ −+ ∆ −
= =

∆ ∆

− − ∆ × + − ∆

∆ + − ∆

− − ∆ ∆
= =

∆ + − ∆ ∆ + − ∆

 










→∆
−

→∆
=

−

+

0,
2
1

0,
2

1

x

x
 

)بنابراين  ) ( )00 −+ ′≠′ ff 0، و مشتق تابع در=x وجود ندارد، هر چند كه تابع در اين نقطه پيوسته 
 . است

 
 
 
 

  مشتق تابع ضمني٥.  ٣
 

 به yكنيم كه در آنها متغيري مانند در رياضيات و كاربردهاي آن گاهي اوقات با مسايلي برخورد مي
) با يك معادلة تابعي به صورتxلعنوان تابعي از متغير مستق ) )1(0, =yxFدر .  داده شده است

 به صورت ضمني مشخص شده x به عنوان تابعي از متغير مستقلyگوييم كه چنين وضعيتي مي
21به عنوان مثال تابع . است xy 11، كه در آن=−− ≤≤− xتوان به صورت ضمني با  ، را مي

)معادلة تابعي ) )2(01, 22 =−+= yxyxFسؤال طبيعي در اينجا يافتن شرايطي . مشخص كرد
 باشد، يعني تابع صريح yداراي يك پاسخ منحصر به فرد نسبت به) ١(است كه تحت آنها معادله 
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 ٣٠ 

) به فردي مانندمنحصر )xfy تر در مورد شرايطي  سؤالهاي اساسي. كند  صدق مي(1) كه در =
اي نيستند و براي  اينها سؤالهاي ساده. پذير باشد است كه تحت آنها اين تابع صريح پيوسته و مشتق

بنابراين، در . باشيم اب ديفرانسيل و انتگرال ميتري در حس هاي وسيع پاسخ به آنها نيازمند به دانسته
21 نه تنها تابع صريح(2)حالت كلي معادلة تابعي  xy  بلكه همچنين تابع =−−

21صريح xy  .كند  را معين مي=−
 
 
 
 
 
 

 ٧ . ٣شکل 
 
دهد و از روي آن دو  اي به مركز مبدأ و شعاع واحد را به دست مي  دايره(2)بينيم كه معادلة  مي

)تابع صريح ) 2
2 1 xxfy ) و==−− ) 2

1 1 xxfy  .كنيم  را پيدا مي==−
) به صورت ضمني باx از متغير مستقلyپذير اكنون فرض كنيم تابع مشتق ) 0, =yxF داده شده 

 :به سه مثال زير توجه كنيد.  را پيدا كنيم′y، يعنيx نسبت بهyخواهيم مشتق مي. باشد

( )

2

2 2

2 4

sin 5 0 ( )
1 0 ( )

sin tan 2 0 ( )y

y x x a
x y b

xy y x arc y x c

− + =

+ − =

+ + − − + =

 

صريحتابع  a)(از 
x

xy
sin

52 −
 .آوريم  را به دست مي=

21 دو تابع صريحb)(از xy 21 و=−− xy  yتوانيم  نميc)(از روي. آوريم  را به دست مي=−
با وجود اين در هر سه حالت بنابر فرض . م به صورت تابعي صريح به دست آوريxرا بر حسب

توانيم فقط با  حال مسأله اين است كه چگونه مي.  استxپذير از  تابعي مشتقyدانيم كه مي
)استفاده از معادلة ) 0, =yxFو بدون نياز به يافتن شكل صريح ( )xfy  را نسبت y مشتق تابع=

 :دهيم به اين مسأله به صورت زير پاسخ مي.  پيدا كنيمxبه متغير
)از طرفين رابطة ) 0, =yxFگيريم و از قاعدة زنجيري در مورد مشتق استفاده   نسبت به مشتق مي

 ′yگيري را براي معادلة حاصل از مشتق.  استx تابعي ازyيم كهيعني همواره در نظر دار. كنيم مي
 .هاي زير توجه نماييد به مثال. آيد ، به دست مي′y، يعنيyكنيم و بدين ترتيب، مشتق تابع حل مي
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٣١ 

 به صورت ضمني با معادلات تابعي زير داده شده باشد، مطلوب x از متغيرy اگر تابع:١٨ثالم
 :′yاست محاسبه

( ) 2 4sin tan 2 0 ( )yxy y x arc y x i+ + − − + = 
2 2 2

3 3 3 ( )x y a ii+ =                                  ( )x xy y a iii+ + = 
sin cos 0( )x ye y e x iv−− =             3 2ln 0( )yx y x e v+ − = 

4 4 2 2 ( )x y x y vi+ =                                  ( ) ( ) ( )sin cos tan ( )xy xy x y vii+ = + 

 i)( :حل

( ) ( )

( ) ( ) 31
2

3
2

1

4cos
1

1ln2cos

04
1

ln2cos

xyxxyy
y

xxyxyxy

x
y

yxyxyxyyyxyxy

yy

yy

+−−=







+

−++′

=−
+

′
−′++′+′+×

−

−

 

 آيد  كه از آن به دست مي

.( )
( )

3 1

2

4 cos
1cos 2 ln

1

y

y

x yx y xy
y

x xy y x x
y

−− −
′ =

+ + −
+

 

 

( )ii                                                       1 3 1 3 1 3 1 32 2 0
3 3

x y y y y x− − − −′ ′+ = ⇒ = − 

31

31

−

−

−=′⇒
y
xy . 

 
 ( ) ( )1 211 0

2
xy y xy y− ′ ′+ + + =      ( )iii  

( ) ( ) yxyxxyy 2121

2
111

2
1 −− −−=






 +′  

1 2 1 2

1 2 1 21 1
2
x yy
y x

 
′ + = − − 
 

 

yx
xyy

x
y

y
xy

/2
/2

2
111

2
1

+
+

−=′⇒







+−=








+′ . 

 
( )sin cos cos sin 0x x y ye y e y y e y x e x− −′ ′+ × − − − =                                      ( )iv   

( ) xeyexeyey yxyx sinsincoscos −− −−=+′  

xeye
xeyey yx

yx

coscos
sinsin

−

−

+
+

−=′ . 
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٣٢ 

2 213 2 0y yx y xe x e y
y

′ ′+ × − − =                                                                    ( )v   

 
2

2 2

2

1 2 32 3 .1

y
y y

y

xe xy x e xe x y
y x e

y

  −′ ′− = − ⇒ = 
  −

                                   

yyxxyyyx ′+=′+ 2233 2244                                                                         ( )vi  

( )
2 3

3 2 2 3
3 2

2 44 2 2 4 .
4 2

xy xy y x y xy x y
y x y

−′ ′− = − ⇒ =
−

 

 
  ( )vii       

                                    

( ) ( ) ( ) ( ) 2

1cos sin (1 )
cos ( )

xy y xy xy y xy y
x y

′ ′ ′× + − × + = +
+

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1cos sin cos sin
cos cos

y x xy x xy y xy y xy
x y x y

′ − − = − + +
+ +

 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2

2

1sin cos
cos

.1cos sin
cos

y xy xy
x y

y
x xy xy

x y

− +
+

′ =
− −

+

 

 

به عنوان مثال اگر بخواهيم . كنيم بار ديگر استفادة صحيح از قاعدة زنجيري را يادآوري مي  :توجه
 است، پس x تابعي ازy است كه y تابعي از2yكنيم كه  مشتق بگيريم، دقت ميx نسبت به2yاز

( ) ( ) yyyyy xyx ′=′×
′

=
′ .222 
 .از اين مطلب در تمامي مشتقات مثال بالا استفاده شده است

 
 

  مشتق تابع معكوس٦.  ٣
 

اي بين مشتق يك تابع و مشتق تابع معكوس آن، در صورت وجود تابع معكوس،  قضية زير رابطه
كنيم كه  به ويژه توجه مي. كنيم  در فصل دوم استفاده مي٧مطالب قسمت  ازدر اينجا. كند بيان مي

دانيم كه اگر تابعي يكنواي اكيد باشد،   تابعي يك به يك باشد و ميf آن است كهf−1شرط وجود
 .يك به يك است
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٣٣ 

] بر بازة بستةf فرض كنيم تابع):مشتق تابع معكوس (٧قضية  ]ba, پيوسته و 
)يكنواي اكيد باشد و فرض كنيم،  )xfy ] برfاگر. = ]ba,پذير بوده و براي هر  مشتقxدر [ ]ba, 

)  باشيمداشته ) 0≠′ xf1، آنگاه مشتق تابع معكوس−fكه با ،( )yfx به شود،   تعريف مي=−1

)صورت  ) ( ) ( )xf
yf

′
=

′−  . داده شده است11

 

) با ضابطةf تابعi)(: ١٩مثال )
1
32

−
+

=
x
xxf1تابع معكوس.  داده شده است−f را در صورت 
 . را در مورد آن تحقيق كنيد٧وجود پيدا كنيد و سپس درستي قضية 

)(iiتابعfبا ضابطة ( ) xxxf += وجود تابع معكوس را بررسي كنيد و مشتق .  داده شده است3
 .تابع معكوس را بيابيد

,1فرض كنيم.  يك به يك استfدهيم كه تابع  نشان ميi)(:حل 21 ≠xxو ( ) ( )21 xfxf = 
 :داريم

( ) ( ) ⇔
−
+

=
−
+

⇔=
1
32

1
32

2

2

1

1
21 x

x
x
xxfxf  

( )( ) ( )( )

.
5532323322

321132

21

1221212121

2121

xx
xxxxxxxxxx

xxxx

=
⇔=⇔−−+=−+−

⇔+−=−+
 

 كنيم ، فرض ميf−1براي يافتن.  موجود استf−1 يك به يك است، لذا تابع معكوسfچون
( )xfy )آوريم  و به دست ميهكرد  حل xرا براي و اين معادله = )yfx 1−=. 

 بنابراين داريم

( ) 3232
1
32

+=−⇒+=−⇒
−
+

= yyxxyxy
x
xy 

2
3

−
+

=⇒
y
yx . 

)پس )1 3
2

yx f y
y

− +
= =

−
 و حوزة تعريف R−}1{ مجموعةfشود كه حوزة تعريف تابع ديده مي. 

 . استR−}2{، مجموعةf−1تابع

)اكنون از )
1
32

−
+

==
x
xxfyشود كه  نتيجه مي:( )

( )21
5
−

−=′=′
x

xfy .چون( )xf  براي ′

به علاوه براي . پذير و بنابراين پيوسته است  مشتقx≠1 براي هرf وجود دارد، پسx≠1هر
)، داريمx≠1هر ) 0<′ xf1و بنابراين براي هر≠xتابع ،f در فصل اين مطلب را( نزولي است 

]اي مانند  در هر بازه٧ايط قضية بنابراين شر). كنيم  ثابت ميچهارم ]ba, نباشد، 1 كه شامل عدد 
 .برقرار است
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٣٤ 

)در بالا ديديم كه  )
2
31

−
+

== −

y
yyfx .حال مشتقxنسبت به y را از اين معادله محاسبه 

) كنيم، مي ) ( )
( )2

1

2
5
−

−=
′−

y
yf . اگر در معادلة بالا فرض كنيم

1
32

−
+

=
x
xyآوريم ، به دست مي 

( ) ( ) ( )
( )2

2

2
1

2232
15

2
1
32
5

+−+
−

−=







 −

−
+

−=
′−

xx
x

x
x

yf  

( ) ( ) ( )xf
xx

′
=−

−
=−−=

11
5
11

25
5 22 . 

)(iiچون( ) xxxf += )، پس3 ) 13 2 +=′ xxf . ،بنابراين براي تمام اعداد حقيقي( ) 0>′ xf .چون 
( ) ( )3 3 3 3

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2x x x x x x x x f x f x< ⇒ < ⇒ + < + ⇒ <  
)پس تابع )xfبر Rبرقرار است و ٧شود كه شرايط قضية  به سادگي ديده مي.  صعودي اكيد است 
)كنيم فرض .  استf−1 داراي تابع معكوسfبنابراين، )xfy ) و در اين صورت= )yfx پس . =−1

  داريم٧بنابر قضية 

( ) ( ) ( ) 13
11
2

1

+
=

′
=

′−

xxf
yf . 

 را، حتي در حالاتي كه به f−1سازد مشتق  اين است كه ما را قادر مي٧يكي از فوايد جالب قضية 
 . غير ممكن است، محاسبه نماييمf−1دست آوردن شكلي صريح براي تابع

 
 

  مراتب بالاترات مشتق٧.  ٣
 

)فرض كنيم تابع )xfروي بازة Iپذير باشد، يعني  مشتقfI D Ia، و فرض كنيم ⊇′ ∈ .
)حال، )xf )توان وجود يا عدم وجود مشتق تابع  است و به عنوان يك تابع ميxي از خود تابع′ )xf ′ 

axرا در )اگر .  بررسي كرد= ) ( )
h

afhaf
h

′−+′
→0

limگوييم مشتق دوم تابع  موجود باشد، مي( )xf 

) موجود است و آن را با aدر ) ( ) ( )f a f a′′ در صورتي كه به ازاي . دهيم  نمايش مي=′′
)،∋Ixهر )xf )گوييم تابع  موجود باشد مي′′ )xfدر Iمشتق مرتبه دوم دارد . 

)به طريق مشابه، اگر )xf )پذير باشد، تابع  مشتقI در′′ ) ( )( )′′′=′′′ xfxfرا مشتق سوم تابع ( )xf 
)ناميم و آن را با مي )( )xf )ام تابعnبه طور كلي مشتق. دهيم  نيز نشان مي3 )xf، كه آن را 
)با )( )xf nدهيم، به صورت  نمايش مي 

( )( ) ( )( )( )′= − xfxf nn 1  
)شود، البته با فرض آنكه تعريف مي )( )xf n )ما همچنين . پذير باشد  مشتقI در−1 )( ) ( )xfxf =0 
)كنيم، يعني نتيجة مشتق نگرفتن از تعريف مي )xfخود تابع ( )xfاست . 
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٣٥ 

 

 : مشتقات مراتب مختلف توابع زير را حساب كنيد:٢٠مثال
( ) )(ixxf n=كه در آن ،Nn ∈. 

( ) )(.... 1
1

2
210 iixaxaxaxaaxp n

n
n

n +++++= −
Nn وna≠0، كه در آن− ∈. 
( ) ( )iiixxf sin=. 

  داريمi)(:حل
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) 0....

,!1.2...1
,....,1...1
,....,1,

21

21

===

=−=

+−−=

−=′′=′

++

−

−−

xfxf
nnnxf

xkxnnxf
xxxxfnxxf

nn

n

knk

nn

 

)يعني از مرتبة )1+nام به بعد كلية مشتقات تابع( )xfبرابر با صفر هستند . 
)(iiداريم 

     
( )
( ) ( )
( ) ( )( )

2 1
1 2 3

2
2 3

3
3 4

2 3 ...

2 6 ... 1

6 24 ... 1 2

n
n

n
n

n
n

P x a a x a x na x

P x a a x n n a x

P x a a x n n n a x

−

−

−

′ = + + + +

′′ = + + + −

′′′ = + + + − −

 

........................................................................................... 
( )( ) ( )( ) nn
n anannnxP !12....21 =×××−−=  

)و  )( ) ( )( ) 0...21 === ++ xPxP nnيعني براي هر ،nk >،( )( ) 0=xp k. 
( )iiiداريم 

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

4

cos sin
2

sin sin 2
2

cos sin 3
2

sin sin 4
2

....................................................

sin .
2

n

f x x x x

f x x x

f x x x

f x x x

f x x n

π

π

π

π

π

 ′ = = + 
 
 ′′ = − = + 
 
 ′′′ = − = + 
 

 = = + 
 

 = + 
 

 

 kوان نشان داد كه براي هر عدد صحيح و نامنفيت در حقيقت مي
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) xxfxxf

xxfxxf
kk

kk

cos,sin
.cos,sin

3424

144

−=−=

==
++

+
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٣٦ 

 

) تابع:تعريف )xf در نقطةپذير بينهايت مشتق را xناميم، در صورتي كه داراي مشتقات   مي
)يعني، در صورتي كه(د  باشxاز تمامي مراتب در )( )nf x2,1......., براي هر=n وجود داشته 

)و) باشد )xf در بازةپذير نهايت مشتقيب را Iناميم، در صورتي كه در هر نقطه از  ميI بينهايت 
 .پذير باشد بار مشتق
)توان گفت كه بنابر مثال قبل، توابع پس مي ) nxxf =،( ) n

n xaxaaxP +++= ...10 
)و ) sinf x x=پذير هستند ايت بار مشتقينه ب. 
 

) تابع:٢١مثال )




>

≤
=

0,
0,0

3 xx
x

xfشود كه اين تابع  به سادگي ديده مي.  را در نظر بگيريم

 داراي مشتق مرتبة اول

( )




>

≤
=′

0,3
0,0

2 xx
x

xf  

 و مشتق مرتبة دوم

( )




>
≤

=′′
0,6
0,0

xx
x

xf  

)در بازة )حال مشتق مرتبة سوم تابع را در بازة.  است−1,1(  .كنيم  بررسي مي−1,1(
)، داريمx>0براي هر ) 0=′′ xfو بنابراين ( ) 0=′′′ xf. 
)، داريمx<0براي هر ) xxf ) و بنابراين′′=6 ) 6=′′′ xf 

)حال مشتق تابع )xf  كنيم  را بررسي ميx=0 در′′

      ( ) ( ) 66lim00lim
00

=
∆
∆

=
∆

′′−∆+′′
++ →∆→∆ x

x
x

fxf
xx

      
 و

( ) ( ) 00lim00lim
00

=
∆

=
∆

′′−∆+′′
−− →∆→∆ xx

fxf
xx

 
)چون ) ( )00 −+ ′′′≠′′′ ffبنابراين تابع ،( )xf توان ادعا كرد كه  لذا نمي. پذير نيست  مشتقx=0 در′′
)تابع )xf ) بر بازة′′  .پذير است  مشتق−1,1(

Nnتوان ثابت كرد كه براي هر به طور كلي مي ) تابع،∋ )




>

≤
=

0,
0,0

xx
x

xf n در هر بازة باز شامل 

)صفر داراي مشتقات تا مرتبه )1−nام است، ولي در كل اين بازه داراي مشتق مرتبهn ام نيست
 ). اين مطلب را به عنوان تمرين ثابت كنيد(
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٣٧ 

ام باشد، لازم است n داراي مشتق مرتبهIاي مانند  بر بازهf براي آنكه تابعي مانند:نكته
)كه )1−nfروي Iاز اين مطلب در مثال بعد استفاده خواهيم كرد.  پيوسته باشد. 
 

) ثابت كنيد كه تابع:٢٢مثال )






=

≠
=

0,0

0,1sin2

x

x
x

x
xf 

)در فاصلة )+∞∞−  . باشد  داراي مشتق مرتبة دوم نميx=0پذير است اما در  مشتق,

)، آنگاهx≠0 اگر:حل )
x

xxf 1sin2=و بنابراين با استفاده از قوانين مشتق داريم  

( ) ( )
′







×+=

′






+

′
=′

xx
x

x
x

x
x

x
xxf 11cos1sin21sin1sin 222  

,11cos1sin2 2
2 






−×+=

xx
x

x
x  

)پس )
xx

xxf 1cos1sin2 −=′. 
 كنيم، داريم  را بررسي ميx=0حال مشتق تابع در

( ) ( ) ( ) ( )2

0 0

0

1sin 00 0
0 lim lim

1lim sin .

x x

x

xf x f xf
x x

x
x

∆ → ∆ →

∆ →

∆ −+ ∆ − ∆′ = =
∆ ∆

= ∆
∆

 

 اما داريم
1 10 sin sinx x x
x x

≤ ∆ = ∆ ≤ ∆
∆ ∆

 

xبنابراين
x

x ∆≤
∆

∆≤
1sin00 و چونlim

0
=∆

→∆
x

x
، پس با استفاده از قضية فشردگي، 

01sinlim
0

=
∆

∆
→∆ x

x
x

01sinlim و در نتيجه
0

=
∆

∆
→∆ x

x
x

)لذا . ) 00 =′fتوانيم بنويسيم ، و مي 

( )






=

≠−
=′

0,0

0,1cos1sin2

x

x
xx

x
xf  

)يعني تابع )xf ) بر′ )+∞∞−  . موجود است,
)حال براي اثبات اينكه )xf0 در=x كنيم كهمي مشتق مرتبة دوم ندارد، ثابت( )xf  x=0 در′
)و براي اثبات اينكه. مشتق مرتبة اول ندارد )xf  مشتق مرتبة اول ندارد، كافي است ثابت x=0 در′

)كنيم كه )xf )زيرا اگر تابع( پيوسته نيست x=0در ′ )xf پذير باشد،   مشتقx=0 در′
)آنگاه )xf  ). پيوسته هم خواهد بودx=0 در′
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٣٨ 

توان نشان داد كه  از فصل دوم مي٥اكنون با استدلالي مشابه مثال 
xx

1coslim
0→

 موجود نيست و به 

01sin2limشودكه سادگي ديده مي
0

=
→ x

x
x

. 

)حال تابع  )
xx

xxf 1cos1sin2  حد ندارد و 0 به صورت تفاضل دو تابع است كه يكي در′=−
)بنابراين. ديگري حد دارد )xf

x
′

→0
limموجود نيست و لذا تابع ( )xf از .  پيوسته نيستx=0 در′

)گيريم كه  آنچه گفته شد نتيجه مي )xf )بنابراين .  مشتق نداردx=0 در′ )xf0 در=x مشتق 
 . مرتبة دوم ندارد

 

)بع اگر توا:٢٣مثال )xfو ( )xg داراي مشتقات متوالي تا مرتبة سوم باشند، مطلوب است 
)محاسبة  ( ) ( ))f x g x ′′′. 

  داريم:حل

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2
2 2

3 3

fg fg f g fg f g fg

f g f g f g fg f g f g fg
f g f g f g f g f g fg
f g f g f g fg

″ ′′ ′   ′′′ ′′′ ′ ′ ′= = + = +   
   

′ ′′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= + + + = + +

′′′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′= + + + + +
′′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′′= + + +

 

 يا

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x′′′ ′′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′′= + + +  
)اي شود كه ضرايب دو جمله ديده مي )3ba  ، يعني+

1
3
3

,3
2
3

,3
1
3

,1
0
3

=







=








=








=







  

 .دهد كه اين مطلب تصادفي نيست قضية زير نشان مي. در اينجا به كار رفته است
 

) فرض كنيم توابع):زقاعدة لايبنيت (٨قضية  )xfو ( )xg داراي مشتقات متوالي تا 
)ام تابعnدر اين صورت مشتق. ام باشندnمرتبه ) ( )xgxfبا رابطة  

   (1) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )xgxf
j
n

xgxf jjnn

j
n −

=∑ 







=

0
 . داده شده است

 :ي با دستور زير داده شده است شيئn شيئي ازrهاي دانيم كه تعداد تركيب  مي:اثبات
( ) ( )

!
1...1

)!(!
!

r
rnnn

rnr
n

r
n +−−

=
−

=
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١و دیفرانسیل و انتگرال حساب   
مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٣٩ 

  برقرار است، زيراn=1 به ازاي(1)بديهي است كه رابطة . كنيم حال قضية را به استقراء ثابت مي

( ) gfgfgfgffg ′+′=+′







+′








=′

1
1

0
1 . 

hnي به ازا(1)فرض كنيم كه    برقرار باشد، يعني=

( )( ) ( )( ) ( )( )xgxf
j
h

fg jjh
h

i

h −

=
∑ 








=

0
 فرض استقراء:           

=+1 به ازاي(1)كنيم كه  ثابت مي hnنيز برقرار است، يعني  

                ( )( ) ( )( ) ( )( )xgxf
j

h
fg jjh

h

i

h −+
+

=

+ ∑ 






 +
= 1

1

0

1   حكم استقراء:            1

 انيم بنويسيمتو مي

( )( ) ( ) ( )
′

















= −

=

+ ∑ jjh
h

i

h gf
j
h

fg
0

1  

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0

h h
h j j h j j

i j

h h
f g f g

j j
+ − − +

= =

   
= +   

   
∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

0 1 1

h h
h j j h j

i j

h h
f g f g j

j j

+
′+ − + −

′= =

    ′= +   ′ −   
∑ ∑  

′=+1كه در آن jj . كنيم كه بندي مجدد جملات ملاحظه مي و دسته)  پريم (′با حذف علامت 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

10 1

hh h h j j h

j

h h h h
fg f g f g fg

j j h
+ + + − +

=

        
= + + +        −        

∑   

(2)   ( ) ( ) ( ) ( )11

1

1

1
1

10
1 +−+

=

+








+
+

+















−

+







+







 +
= ∑ hjjh

h

j

h fg
h
h

gf
j
h

j
h

gf
h 

1زيرا
0

1
0

=






 +
=







 hh 1 و
1
1

=







+
+

=







h
h

h
h. 

 (3)  دانيم كه اما از آناليز تركيبي مي






 +
=








−

+







j

h
j
h

j
h 1

1
. 

 يمآور  به دست مي(2)در  (3)با قرار دادن 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 1

0 0

1 1 1 1
0 1

h hh h h j j h h j j

j j

h h h h
fg f g f g fg f g

j h j

+
+ + + − + + −

= =

+ + + +       
= + + =       +       

∑ ∑
 

=+1 براي(1)يعني،  hnشود اكنون قضيه از اصل استقراري رياضي نتيجه مي.  برقرار است. 
 

) مشتق دهم تابعi)( :٢٤مثال ) xxxf sin4=را پيدا كنيد . 
)(ii مشتقnام تابع( ) 2xexy ax=را پيدا كنيد . 
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مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٤٠ 

  داريم٨ بنابر قضية i)(:حل

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

10 10 94 4 4

8 74 4

4 106 4 4

10 10
sin sin sin

0 1

10 10
sin sin

2 3

10 10
sin .... sin

4 10

x x x x x x

x x x x

x x x x

′   
= +   

   
″    ′′′+ +   

   
   

+ + +   
   

 

) اما ) ( ) ( ) ( )( )44 3 4 2 4 44 , 12 , 24 , 24x x x x x x x
′ ″ ′′′= = = )، داريمn<4 و براي= )( )

04 =
nx .

 همچنين
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) .sinsin,cossin

,sinsin,cossin,sinsin
109

876

xxxx
xxxxxx

−==

=−=−=  

45     بالاخره
!2

910
2

10
,10

1
10

,1
0

10
=

×
=








=








=









 
210

!4
78910

4
10

,120
!3

8910
3

10
=

×××
=








=

××
=







. 

 شود كه نتيجه مي
( )( )

.sin5040cos2880sin540cos40sinsin 234104 xxxxxxxxxxx +−++−=  
)(iiفرض كنيم( ) axexf ) و= ) 2xxg  داريم. =

( ) ( ) 2xxgexf ax ==  
( ) ( ) xxgaexf ax 2=′=′  
( ) ( ) 22 =′′=′′ xgeaxf ax  

………. ………………………….. 
( )( ) ( ) ( )( ) 0....4 ===′′′= xgxgeaxf axnn . 

 آوريم  به دست مي٨بنابراين با استفاده از قضية 

( )( )( ) ( ) 2.
!2

12. 212 axnaxnaxnn eannxenaxeaxy −− −
++=  

 يا
.( )( )( ) ( )[ ]212 12 −− −++= nnnaxn annxnaxaexy 

 

) اگرi)( :٢٥مثال ) ( )xxf cossin=پيدا كنيد ( )xf  . را′′
)(iiپيدا كنيدy pxy را هرگاه داشته باشيم′′ 22 = 

  با دو بار استفاده از قاعدة زنجيري داريمi)(:حل
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مشتق: ٣فصل     و حمید محمدزاده                    دکتر حمید تولائی:مولفین  

 ٤١ 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )2

sin cos sin cos cos cos sin

cos cos sin cos cos cos

sin cos sin cos cos cos .

f x x x x x

x x x x

x x x x x

′″ ′ ′ ′′ = = = − × 
 

′
= − − ×

= − × − ×

 

)(iiاز طرفين معادلةpxy 22  yگيريم و به اين مطلب توجه داريم كه  مشتق ميx نسبت به=
  استxتابعي از

pyypyy =′⇒=′ 22 . 
02 مشتق بگيريم،xاكنون از معادله اخير نسبت به =′′+′ yyy. 

از حل دستگاه




=′′+′

=′

02 yyy
pyyبراي y′و y  آوريم  به دست مي′′

y
yy

y
py

2

,
′

−=′′=′  

3شود كه از آنها نتيجه مي

2

y
Py −=′′ . 

 

 :ام هر يك از توابع زير را پيدا كنيدn مشتق:٢٦مثال

)(
21

1)(
12 i

x
yii

x
xy

−
=

−
=. 

yyyبراي شروعi)(:حل ′′′′′′  :كنيم  را حساب مي,,

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 3

2

6 4

2 1 2 2 22 4 2, ,
1 2 1 2 1 2

2 1 2 2 8 8 6 .
1 2 1 2

x
y y

x x x

x
y

x x

− − − ++ ×′ ′′= = =
− − −

− − − × ×′′′ = =
− −

 

) صورت بهام nزنيم كه مشتق اكنون حدس مي )

( ) 121
!2

+−
= n

n
n

x
nyبينيم كه  ، زيرا ميباشد

yyy ′′′′′′   كنيم  مرحلة بعد اين دستور را به استقراء ثابت ميدر.  با اين دستور سازگار هستند,,
( )

( ) ( )

1
1

2 2

2 1! 21:
1 2 1 2

n y y
x x

×′= = = =
− −

 

hn دستور براي  کنيمفرض. دانيم درست است كه مي  عنیي، باشد قرار  بر=
( ) ( )

( ) 1

2 !
1 2

h
h

h

h
y

x +=
−

 ءفرض استقرا:               

=+1كنيم كه اين دستور براي  ثابت مي hnنيز برقرار است، يعني  
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 ٤٢ 

                                         ( ) ( )
( ) 2

1
1

21
!12

+

+
+

−
+

= h

h
h

x
hy               :حكم استقراء 

)دانيم كه اما مطابق قوانين مشتق مي ) ( )( )′=+ hh yy  ، و با استفاده از فرض استقراء1

( )

( )

′










−
= +

+
1

1

21
!2

h

h
h

x
hy . 

)حال )1+hyكنيم  را محاسبه مي: 
( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( ) 222
1

21
22!1

21
!22211

++
+

−
××+

=
−

×−−+
−= h

h

h

hh
h

x
hh

x
hxhy  

) يعني، ) ( )
( ) 2

1
1

21
!12

+

+
+

−
+

= h

h
h

x
hy .شود كه دستور  بنابراين با استفاده از اصل استقراي رياضي ديده مي

)داده شده براي )nyدرست است . 

)(iiابتدا كسر
12 −x

x داريم. كنيم دو كسر ساده تجزيه مي را به حاصلجمع 

( )( )1112 −+
=

− xx
x

x
x  

) نويسيم و مي )( ) 1111 −
+

+
=

−+ x
B

x
A

xx
xكه در آن ،AB,هاي مجهول هستند و بايستي   ثابت

)با ضرب طرفين معادلة بالا در. آنها را پيدا كنيم )( )11 −+ xxداريم  
( ) ( )11 −++= xBxAx . 

1=xآوريم قرار داده و بدست مي
2
1

=B1، و نيز−=xكنيم   قرار داده پيدا مي
2
1

=Aبنابراين ، 

( )( ) 







+
+

−
=

+
+

−
=

−+
=

1
1

1
1

2
1

1
2
1

1
2
1

11 xxxxxx
xy . 

1اكنون اگر فرض كنيم
1

1
y

x
=

−
2 و 

1
1

y
x

=
+

 ، آنگاه داريم

( )212
1 yyy +=  

)شود كه و به سادگي ديده مي ) ( ) ( )( )nnn yyy 212
1

)بنابراين كافي است. =+ )
1

ny و ( )
2
ny را محاسبه 

)به عنوان مثال دستوري براي. كنيم )ny1داريم. آوريم  به دست مي 

( )
( )( )
( ) ( )34121 1

2
1

112,
1
1

−
=

−
−−−

=″
−
−

=′
xx

xy
x

y  

( )
( ) ( )46

2

1 1
6

1
213

−
−

=
−

×−−
=′′′

xx
xy . 

)زنيم كه حدس مي ) ( )
( ) 11

!1
1 +−

−
= n

n
n

x
nyكنيم  و آن را به استقراء ثابت مي. 
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 ٤٣ 

( ) ( )
( ) ( )

1

1

1 2 2

1 1! 11:
1 1

nn y y
x x
− −′= = = =

− −
 

hnفرض كنيم دستور براي. دانيم درست است كه مي   برقرار باشد، يعني=

)               فرض استقراء: ) ( )
( ) 11

!1
1 +−

−
= h

h
h

x
hy                                               

=+1كنيم كه دستور براي ثابت مي hnنيز برقرار است، يعني  

حكم اسقراء:                ( ) ( ) ( )
( ) 2

1
1

1
!11

1 +

+
+

−
+−

= h

h
h

x
hy                                      

)دانيم اما مي ) ( )( )′=+ hh yy 1
1

 استفاده از فرض استقراء داريم و با 1

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( ) 221

1

1
!111

1
!1

1 ++
+

−
−−+−

=
′










−
−

= h

hh

h

h
h

x
hxh

x
hy  

) و يا ) ( ) ( )
( ) 2

1
1

1
!11

1 +

+
+

−
+−

= h

h
h

x
hy .پس بنابر اصل استقراي رياضي دستور داده شده براي( )ny1 درست 

)توان نشان داد كه به طريق مشابه مي. است ) ( )
( )2 1

1 !

1

n
n

n

n
y

x +

−
=

+
  بنابراين. 

( ) ( )
( )

( )
( ) 









+
−

+
−

−
= ++ 11 1

!1
1

!1
2
1

n

n

n

n
n

x
n

x
ny 

)                                ياو ) ( ) ( ) ( )( )
( ) 12

11

1
11!1

2
1

+

++

−

−++−
= n

nnn
n

x
xxny . 

 

)داريم) مشتق تابع معكوس (٧ با مفروضات قضية :تبصره ) ( ) ( )xf
yf

′
=

′− ، يعني،11
x

y y
x

′
=′ 1 .

توانيم نشان دهيم كه اكنون مي
( )3

x
y

x

yx
y

′′
′′ = −

′
) كه در آن ) yyy xx ) و′′=′′ ) xxx yy زيرا اگر از .′′=′′

طرفين رابطة 
x

y y
x

′
=′   مشتق بگيريم، داريمy نسبت به1

( )

( )32

1 1

1 .

y y
x xy x

x x

x x x

x x
y y

y y
y y y

′′   
′′ ′= = ×    ′ ′   

 ′′ ′′− −
= × = ′ ′ ′ 
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 ٤٤ 

xexyبه عنوان مثال براي تابع x داريم=+
x ey +=′ x و1

x ey xبنابراين. ′′=
x

y ey
x

+
=

′
=′

1
 و 11

( )3
1

x

y x

ex
e

′′ = −
+

. 

 
 

  مشتق توابع لگاريتمي و نمائي ٨ . ٣
پردازيم و   مشتق توابع لگاريتمي، قواي حقيقي و حالت كلي توابع نمائي ميیدر اين بخش به بررس

 از كنيم كه تابع لگاريتمي در هر نقطه  به ويژه، توجه مي.نمائيم هاي قبلي استفاده مي از دانسته
 . توان در حدگيري جاي آن را با علامت حد عوض نمود حوزه تعريف خود پيوسته است و لذا مي

 

1 عبارت است از xalogمشتق تابع  :٩قضيه  log aex
 ، يعني،

xyاگر  alog= 1، آنگاه logay e
x

′ =. 

xyو تابع م ن∆y اگر .اثبات alog=و م متناظر به نx∆ از متغير x باشد، آنگاه 
( )

( ) 





 ∆

+=
∆+

=−∆+=∆

∆+=∆+

x
x

x
xxxxxy

xxyy

aaaa

a

1loglogloglog

log
 

و لذا 





 ∆

+
∆

=
∆
∆

x
x

xx
y

a 1log1. 

  داريمxبا ضرب و تقسيم طرف راست آخرين معادله در 

.x
x

aa x
x

xx
x

x
x

xx
y ∆






 ∆

+=





 ∆

+
∆

=
∆
∆ 1log11log1 

كميت 
x
x∆ را با αبديهي است كه  براي . دهيم  نشان ميx ،مفروض →α هرگاه →∆x در و

 نتيجه، 

.( ) αα
1

1log1
+=

∆
∆

axx
y 

 
 

)ر فصل دوم نشان داديم، اما، همانطور كه د )
1

0
lim 1 eα
α

α
→

+  بنابراين . =
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 ٤٥ 

( ) ( )
1 1

0 0 0

1 1lim lim log 1 log lim 1

1 log

a ax

a

yy
x x x

e
x

α α
α α

α α
∆ → → →

∆  ′= = + = + ∆  

=

 

 . و بدين ترتيب قضيه ثابت شده است

ea اگر :تبصره log آنگاه = 1e a ln a lne= = yاگر   و لذا= lnx= آنگاه ،
x

y 1
=′. 

 

  است، يعني، nnx−1 عددي حقيقي است، برابر با n، كه در آن nxشتق تابع  م:١٠قضيه 
nxyاگر  ′=−1، آنگاه = nnxy. 

0x فرض كنيم .اثبات nxyبا لگاريتم گرفتن از تابع . <  آوريم   بدست مي=

(1)lny n ln x= 
)از طرفين معادله   و y تابعي از lny مشتق گرفته و به اين مطلب توجه داريم كه x نسبت به 1(

yبعي از تاxاست: 
1y yn
x

1y و =′ n
y x

′
= 

nxyدر اين معادله مقدار   آوريم  قرار داده و بالاخره بدست مي=
.1−=′ nnxy 

0xتوان نشان داد كه اين فرمول براي  به سادگي مي با معني nx نيز برقرار است به شرط آنكه >
 . باشد

 

0x، كه در آن xa مشتق تابع :١١قضيه   ، يعني lna xa، عبارت است از <
xayاگر  xy، آنگاه = a lna′ =. 

xay از معادله .اثبات  آوريم   بدست مي و  لگاريتم گرفته=

lny x lna= 
 :گيريم مي مشتق x است از طرفين معادله بالا نسبت به x تابعي از yحال با توجه به آنكه 

,y ln a y y lna
y

′
′= = 

xayو با قرار دادن  xy داريم = a ln a=. 
1lne گرفته شود، آنگاه e برابر با aاگر مبناي   آوريم  و فرمول زير را بدست مي=

xy e′ xy  و   = e= 
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 ٤٦ 

 هستند، به عنوان مثال، xيك تابع مركب نمايي تابعي است كه در آن پايه و نما هر دو توابعي از 
( )

2

, sin xtgxx x ،xx و ( )xlnxو در حالت كلي هر تابعي به شكل ( ) ( )v x vy u x u= =   يك 
 . تابع مركب نمايي است

 

vy اگر :١٢قضيه  u= 1 آنگاهv vy vu u u v lnu−′ ′ ′= + 

vy معادله ن ازطرفي.اثبات u=و داريم. گيريم  لگاريتم مي. 

(2)lny v lnu= 
 : استx تابعي از y مشتق گرفته و توجه داريم كه x نسبت به (2)از دو طرف معادله 

1y v u v lnu
y u

′
′ ′= + 

 كه از آنجا 

.uy y v v lnu
u

′ ′ ′= + 
 

 

vyدر اين معادله  u=آوريم   قرار داده و بدست مي 
.1v vy v u u u v lnu−′ ′ ′= + 

آيد،  اولين جمله با اين فرض بدست مي: بنابراين، مشتق يك تابع مركب نمايي شامل دو جمله است
 را تنها به vuبه عبارت ديگر، ( ثابت فرض شده است v و x تابعي از uگيري،  كه در موقع مشتق

 تابعي از vآيد كه  ؛ دومين جمله با اين فرض بدست مي)گيريم عنوان تواني از يك تابع در نظر مي
x و u يعني، ( ثابت استvuگيريم  نظر مي را تنها به عنوان تابعي نمايي در.( 
 

 لگاريتم تابع نيعني، ابتدا يافت( روش بكار برده شده در بالا براي يافتن مشتقات :تبصره
محاسبات را بسيار ساده ، اغلب اين روش. گيري از توابع كاربرد فراواني دارد در مشتق) مفروض

 . سازد مي

 : مشتق توابع زير را بدست آوريد:٢٧مثال 

( ) ( ) ( ) ( )sin sin
nx

tgx xxy x iii y ii y e ln x i
n

 = = = 
 

 
( )

( )
( )iv

ex
xxy x3

2

4
11

+
−+

=. 
) .حل )i cossin sin

sin
x x x xy e ln x y e ln x e

x
′= ⇒ = + 
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 ٤٧ 

( )sinxy e tgx ln x′⇒ = + 

( )
1 1nx nx nx x x xy y nx nln ii

n n n n n

−
     ′= ⇒ = × + ×     
     

 

1 .
nxx xy n ln

n n
   ′⇒ = +   
   

 

( ) ( ) ( ) ( )1
2

1sin sin .cos sin sin
cos

tg x tg x tgxy x y tg x x x x ln x iii
x

−′= ⇒ = +

 

( ) 2

1sin 1 sin .
cos

tgxy x ln x
x

 ′⇒ = + 
 

 

( )iv گيريم از طرفين معادله لگاريتم مي: 

 ( )
( )

( ) ( ) ( )
2

3

1 1 12 1 1 3 4 .
24 x

x x
lny ln ln x ln x ln x x

x e
+ −

= = + + − − + −
+

 

  داريمxگيري از دو طرف تساوي بالا نسبت به  با مشتق

( )
2 1 3 1.

1 2 1 4
y
y x x x

′
= + − −

+ − +
 

) مقدار y ضرب كرده و بجاي yطرفين تساوي بالا را در  )
( ) xex

xx
3

2

4
11

+
 :دهيم  را قرار مي+−

( )
( ) ( ) .1

4
3

12
1

1
2

4
11

3

2









−

+
−

−
+

++
−+

=′
xxxex

xxy x 
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